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المقدمة 
المقدمة 

يبحث هذا الكتاب في أسس التفاضل والتكامل-الني[تكة من" أهم قوع + غلم الرياضيات 
العالمية المعاصرة. 
كان لابد من استعراض تلك المصطلحات الرياضية قبل الغوص والإبحار في فصول التفاضل 
لكاي 

يمدنا علم التفاضل والتكامل والذي يسميه البعض بعلم الحسبان بالوسائتل اللازمة لحساب 
معدلات تغير الدوال بالنسبة إلى تغيرها المطلق فإذا عرفنا الزيادة في المتغير وما يقابلها من 
زيادة في الدالة وجعلنا زيادة المتغير قريبة من الصفر عندها تكون نسبة تغير الدالة إلى تغير 
المتفيو لك قريبة من قيمة تدعى المشتقة والتي ستعبر عن معدل تغير الدالة إلى تغيرها 
البطاق.. 

أيضاً يتعامل علم التفاضل والتكامل مع الكميات المتغيرة فمثلاً إذا فرضنا أن طائرة 
تطير بسرعة ثابتة عندها ستقطع مسافات متساوية في أزمنة متساوية ولكن هذا لا يحدث 
واقعياً لان الطائرة تطير بسرعة متغيرة ولابد من إيجاد طرق لحساب المسافات التي تقطعها 
في أزمنة مختلفة وهذا ما يقدمه التفاضل. 

والتفاضل في اللغة العربية يعني الزيادة الصغيرة أو الفضل من الشيء أي البقية الباقية 
ولذلك أطلق العلماء العرب عليه أسم التفاضل على هذا العلم الذي يدرس التغيرات الصغيرة. 

يمكن اعتبار الحساب التكاملي العمل المعاكس للحساب التفاضلي ففي التكامل نبدأ من 
الدالة المشتقة ونحاول الوصول إلى الدالة الأصلية وقد تبين أن للتكامل بأنواعه فوائد كبيرة 

لقد درس أجدادنا الأوائل هذا العلم وابتكروا فيه طرقاً وأفكارا ومن الجدير بالذكر هنا 


أن العالم العربي ثابت بن قرة هو الذي أوجد حجم جسم دوائري حول محوره في القرن 
التاسع الميلادي في عصر الخليفة العباسي المأمون و كانت هناك أعمال كثيرة لعلماء عرب 





المقدمة 


ألعاملي . 
الذي غائن:فن "للفزن النايم حشر ميلاذ .ميكل كلم الحديات» الحنية: خيظا قدم العديد من 


لا يمكن أن نحدد تماما إلى من يرجع الفضل في تطوير هذا العلم : في العصور الحديثة 
وَلكُن بانتطاعقا 'القول أن العام "متيف 'يمثل مكاناً .موهوقاً وخاصة في موضوع إيجاد 
مراكز ثقل الأجسام". 

وكذلك فإن الكثير من العلماء الكبار أضافوا وطوروا هذا العلم وأهمهم: 

بارووء ديكارث» فيرماء هايفنسء ووالسء الياباني كواسيكيء, ولابنتزن ولا ننسى أعمال 
العالم الاسكتلندي جورج بول في القرن التاسع عشر والتي مهدت إلى ظهور علم الحاسوب. 

تدرس أفكار حساب التفاضل والتكامل في المدارس الثانوية والمعاهد العليا 

والجامعات بعد أن يكون الطالب قد درس الجبر وحل المعادلات وهندسة المستويات وحساب 
المثلثات والهندسة التحليلية وأصبح لديه فكرة عن رسم الدوال. 

في الواقع يحتاج الدارس للتفاضل والتكامل إلى أن يكون لديه فكرة مسبقة عن 
المجموعات والمجالات العددية وحل المعادلات والمتباينات موضحة على خط الأعداد والقيم 
المطلقة ولذلك قمنا بوضع فصل خاص من هذا الكتاب لمراجعة هذه المفاهيم وتذكرة الطالب 
بمجموعة من الأمثلة عما درسه سابقا فيها. 

لذا فإن عملية التفاضل والتكامل ستتم على دول مختلفة وبالتالي لابد من تذكير الطالب 
بالعلاقات والدوال وإشكالها وطرق التعامل معها والعمليات عليها وطرق تركيبها ودراسة نطاق 
عملها ومداها ( القيم التي تأخذها) ومتى تكون هذه الدوال محدودة ومتى تكون فردية أو زوجية 
كل ذلك فصلناه في الفصل الثاني من الكتاب وأوردنا عليه أمثلة مختلفة محلولة وشارحة للأفكار. 

يقدم الفصل الثالث من هذا الكتاب دراسة شاملة لحساب نهايات الدوال والتعرف على 
الدوال المستمرة والمنقطعة في نطاق عملها. 








المقدمة 


بدأنا بدراسة المشتقات والتفاضل في الفصل الرابع من هذا الكتاب وبينا الطرق المختلفة 
لحساب المشتقات للدوال البسيطة والدوال المركبة (قاعدة السلسلة) والدوال الضمنية التي لا 
يفكن: فم تكو انها و الذوال: الكنية المققدة و أور ذا عيدا كييرا مك الثمار يق المبكلوالة 
على جميع هذه الطرق . 

قدمنا في الفصل الخامس تطبيقات للتفاضل والمشتقات التي تفيد في العلوم الرياضية 
والعلوم التطبيقية مثل حساب معادلات المماسات والمماسات العمودية (النواظم) ودراسة 
سلوك الدوال وتغيراتها والتعرف على قيمها المحلية الكبرى والصغرى ونقاطها الحرجة 
ورسم منحياتها . 

يعرض الفصل السادس والأخير من هذا الكتاب مفهوم التكامل اللامحدود وطرق إيجاد 
الدوال الأصلية لمختلف الدوال» كما يقدم فكرة عن التكامل المحدود وتطبيقاتها في حساب 
المساحات والحجوم الدورانية ويقدم في ذات الوقت عدداً من الطرق لحساب التكاملات مثل 
التكامل بتغير المتحول أو بالتعويض والتكامل بالتجزئة والتكامل بتفريق الكسور. 

لقد راعينا عند إعداد هذا الكتاب أن نقدم كل ما يحتاجه الطالب في المعاهد العليا و 
الجامعات من طرق لحساب المشتقات والتكاملات وقد دعمنا كل فصل من فصوله بالعديد من 
المسائل والتدريبات المحلولة وكان هدفنا وضع تدرج منطقي يراعي تذكرة الطالب بما دارسه 
سابقاً في المرحلة الثانوية وحاولنا تطوير الأفكار الرياضية بالتدريج لنخفف قدر المستطاع 
الصعوبات ونمكن الطالب من المادة العلمية . 

إن اطلاع الطالب على حل المئات من التمارين المحلولة سيمكنه بدون شك من استيعاب 
المادة العلمية ويرفع ثقته بنفسه وتحصيله العلمي ويمكنه في النهاية من حل تمارين ممائلة 
بكل سهولة. 

في نهاية هذا الكتاب وضعنا جداول مختصرة تعطي الطالب كل ما يحتاجه من قوانين 
علمية درسها في جميع المراحل الدراسية وبينا له الأخطاء الشائعة التي يقع فيها. 

ونتقدم بخالص الشكر والتقدير إلى جامعة 7 أكتوبر وأعضاء هيئة التدريس بها وأخص 
بالذكر أولاً: أ. د. علي سعيد جمال الدين الذي قام بمراجعة الكتاب وثانياً: كلية تقنية 
المعلومات - مصراته على دعمهم الكامل لنا وسنسعى جاهدين لانجاز الجزء الثاني والثالث 








المقدمة 


من هذا المؤلف بما يواكب مسيرة العلم» داعين الله عز وجل أن نكون قد وفقنا لما هدفنا إليه 
كنا نننتى أذ ينشقية كن هد 7الفؤلقك: كبرد عية من الطافية وان كرون سرهعا ينيدا للتكضية 
العلمية العربية . 


والله ولي التوفيق.. 


25 أ. نادية إسماعيل البرقلي 
مصراتة: 2009/12/12 





الفصل الأول الدوال الأساسية 


الدوال الأساسية 


المجموعات اء 5 

من المفاهيم الأساسية في الرياضيات الحديثة مفهوم المجموعة (الفئة)» ويرجع فضل 
اكتشاف هذا المفهوم إلى العالم الرياضي جورج كانترو (1918-1854)» ويكتسب هذا المفهوم 
أهمية خاصة حيث إنه مكن الرياضيين من التعرف على أساليب حديثة لتوحيد فروع 
الرياضيات المختلفة. 

ومفهوم المجموعة مفهوم عامء يتسع للأشياء المجردة والأشياء المحسوسة» حتى ولو 
كان يتعلق بعلم الرياضيات» ففي لغتنا العربية الكثير من المفردات التي تعبر عن تجمع 
مجموعة من الأشياء مثل: فصلء باقة» عائلة» خلية وغيرهاء ولكن توجد في اللغة كلمة 
واحدة تؤدي نفس المعنى وهى (مجموعة). 
المجموعة: 

هي تجمع واضح المعالم من الأهداف التي تدعى عناصر أو أعضاء في المجموعة أو تجمع 
من الأشياء المتميزة والمعرفة تعريفاً جيداء ونستخدم عادة الحروف الكبيرة 
0 .4,8,0 ) للتعبير عن المجموعات»ء كما نستخدم الحروف الصغيرة 
(........4 ,© ,5 ,4 )؛ للتعبير عن الأشياء (العناصر) التي تتكون منها المجموعة . 

يعبر عن المجموعة بإحدى الطريقتين الاتيتين: 
1- طريقة الحصر أو القائمة: 

وتكون بكتابة جميع العناصر التي تتكون منها المجموعة» وتوضع بين قوسين على 
الشكل التالي | )ويفصل بين كل عنصر والذي يليه فاصلة (؛ ). 
أمثلة : 


ام 
ا ا دير 
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2- طريقة الوصف: 

إذا كان عدد عناصر المجموعة كبير فانه يمكن التعبير عنها بكتابة عناصرها الأولى» 
بحيث تكون كافية للتعرف على باقي عناصر المجموعة ثم توضع نقاط تدل على استمرارية 
عناصر المجموعة بنفس النمطء ثم يكتب العنصر الأخير الذي تنتهي عنده عناصر المجموعة. 
مثال : 

إذا كانت 2 هي مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة الأقل من 100 فإنها تكتب على 
الشكل التالي: 


[99 مح 210 
ملاحظات: 
تب "العداضين فقن الفجموهة: ليله أهمية: 'فمكلذ المجموهة 1,2,3 ]كي تفينها 
المجموعة [13,2,1). 


3- يمكن إعطاء خاصية معينة تميز عناصر المجموعة عن غيرهاء ويمكن تحديد عناصر 
المجموعة بهذه الخاصية» فمثلا ( (د)م :+ ! تمثل المجموعة التي عناصرها 8 تتمتع 


بالخاصية2. 
أمثلة: 
32515117 2 كه ع عند أولى يقوييق 0,12 2 1ك 4ف 1 
قا كفكي 4171 ررقيو ١ك‏ قوزرة 
(16,7,8,9-© [10>+ >5 : العم ]-0 (3 
ملاحظة: 


يستخدم الرمز(2) للدلالة على أن العنصر ( ينتمي ) إلي المجموعة» ويعني الرمز (:) 
العبارة (حيث إن ). 
المجموعة الخالية: 

تعرف المجموعة الخالية بأنها المجموعة التي لا تحتوي على أية عناصرء ويرمز لها 
بالرمز © (فآي)» كما يمكن أن نرمز لها بقوسين خالبين دون أية عناصر[ ‏ ). 
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أمثلة : 
( (عدد يقبل القسمة على 5 ويقع بين 3,1)+: د ]4-1 هذا يؤدى [1-م 
( ( طالب عمره يتجاوز 100 سنة) * :5 ) -/ هذا يؤدى (2-1 
المجموعة الجزنية: 


إذا كانت 4 مجموعة جزئية من8» فإن كل عنصر من هو أيضا في » ويرمز 
لذلك بالرمز” 4 , حيث صضعى ج ار »ع :ى) <> ح 4 » تكون مجموعة 4 جزئية من 5 إذا 
رافظ ذا قا كل بعتحين من المصووهة رر بفتصيو تن التكميهة تن 
قوة المجموعة: 

تعرف قوة المجموعة /, على أنها مجموعة كل المجموعات الجزئية لهذه المجموعة؛ 
ويرمز لها (م)ى حيث إل ح 2 :22! - (اراى ٠.‏ 
ملاحظة: 

إذا كان عدد عناصر المجموعة 4 يساوي #؛ فإن عدد عناصر أي قوة المجموعة 1 
هو 24. 
فمثلا : 
إذا كانت ١‏ 43 - م فإن عدد عناصر (م)ى هو (2» 

ويكون [([10,13-(4)ى 

إذا كانت ( 0,3,6 - 4رفإن عدد عناصر (م)ى سيكون 20-8. 
ويكون 

(( 0,3,6 ب[ 3,6 :ل 0,6 ,ل 0,3 ,6 ,:[3) ,[ 4,0 > زرم)ى. 


المجموعات المنتهية وغبر المنتهية: كأع5 0016| 300 عأأما ع 
تكون المجموعة منتهية إذا كانت خالية» أو تحتوي على « من العناصر حيث إن « عدد 
صحيح موجبء و تكون المجموعة غير منتهية إذا كان عدد عناصرها غير منتهي . 
المجموعات العدودة (القابلة للعد) وغبر العدودة 
5أع؟ 8016 انامعتانا 300 عا قأنان0) 
يقال عن المجموعة إنها عدودة إذا أمكن ترقيم عناصرها بالأعداد الطبيعية أي إذا وجد 
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تقابل بينها وبين أي مجموعة أعداد طبيعية» ويقال عن المجموعة أنها غير عدودة إذا لم 
يمكن ذلك. 
ملاحظات: 1- كل مجموعة منتهية هي مجموعة قابلة للعد. 
2- يوجد مجموعات غير منتهية قابلة للعد مثل مجموعة الأعداد الطبيعية. 

أمثلة : 

مجموعة الأعداد الطبيعية (مجموعة عدودة وغير منتهية). 

مجموعة المستقيمات المارة بنقطة معينة في مستوى (مجموعة غير عدودة وغير منتهية). 

مجموعة الأعداد الطبيعية بين 5» 30 (مجموعة عدودة ومنتهية). 
المجموعات المتساوية: 5أ3|56لا0ع 

يقال لمجموعتين فر وج أنهما متساويتان 4-8 إذا وفقط إذا كانث احم مرحم 
أي أن المجموعتين المتساويتين هما مجموعتان تحتوى كل منهما عناصر الأخرى. 
فمثلا: 
1- إذا كانت [2,3,5,7,11! -4 وإذا كانت ((عدد أولى أصغر من 2:)13*)-8 فإن 4-4 
2- إذا كانت [4-11,3,5,7 وإذا كانت (11,3,5-/ 

فإن 5 عد لم لان .7 » 7» كا 7 


الملجموعات المتكاضة: كأء5 3|06/األا0 ع 

يقال عن المجموعتين أنهما متكافئتان إذا كان هناك تناظر أحادى بين عناصرهما وبمعنى 
آخن'المجمؤعتان المكافئتات: هما:مجموكتاة عدد عتاضتز هما متساو» وورمز لها تالزهة 2. 
فمثلا: 
1- إذا كانت (0,2,4,6,8,10! -4 وإذا كانت كر ,4 ,/,ه!-8 فإن 4-7 
2- إذا كانت [0,1,3,5! -4 وإذا كانت [2ر,0,8) -7 فإن 4 لا تكافئن ‏ لان عدد عناصر 

المجموعة 4 أربعة وعدد عناصر المجموعة 8 ثلاثة . 
المجموعة الشاملة: أ 5 |152ع/لا 

هي مجموعة تحوي جميع العناصر محل الدراسة» وبمعنى آخر أن المجموعة الشاملة 

هي مجموعة تحوي جميع المجموعات الجزئية للمجموعة المدروسة ويرمز لها بالرمز//. 








الفصل الأول الدوال الأساسية 


وكأمثلة على المجموعات الشاملة: 

مجموعة كل العناصر التي تنتمي إلى الأعداد الطبيعية» مجموعة كل عناصر الأعداد 
الصحيحة وغيرها من المجموعات. 
الاحتواء: 00أ5نااءما 

يقال عن المجموعة 4 أنها محتواة في إذا كانت المجموعة 4 مجموعه جزئية (ء5طن5) 
من المجموعة #» أي إذا كان كل عنصر من عناصر 4 ينتمي إلى » وتكتب عملية 


الاحتواء على الشكل التالي: 5ه ح 4 
قث [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12) -8 , [4-12,711 


المجموعة 4 مجموعه جزئية فعلية ()51156 2806©1) من المجموعة 8 
إذا كان # -ح4/,, وهناك عنصر في لا يوجد في 4 , ونكتب ذلك 








7 ع كل , ح 4 , وقد نكتبه في بعض الأحيان 8 4 . 


بعد تعريفنا للاحتواء نستطيع أن نعرف تساوي مجموعتين كما يلي: 
1. هع وإذا وفقط إذا كان مح 4 وكان 4 ح . 
2 معنى /ح-4 انه يوجد على الأقل عنصر واحد في المجموعة غير موجود في 
المجموعة 4 و جميع 4 هي عناصر في 8 . 
ملاحظات: 1- المجموعة الخالية هي مجموعة جزئية من أي مجموعة. 
2- المجموعة الخالية وحيدة. 
3- قد تكون عناصر المجموعة مجموعات في حد ذاتها. 
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العمليات على المجموعات 5أع 5 01 0061311005 
الاتعاد: 00امالا 

إذا كان ,4 مجموعتين فان المجموعة التي تتكون من جميع العناصر التي تنتمي إلى 
المجموعتين تسمي اتحاد المجموعتين7 , 4 ويرمز لها بالرمز # لاك 


8عج اوفمعر : + |-#رال 
فمثلا : 
إذا كانت 1- [10,2,4 -24 و إذا كانت [ع,14,/2-/ فإن 4,2,2 ,0,2,4! -2 ناكل 
2- إذا كانت (0,1,3,5! -4 و إذا كانت [0,1,2! -5 فإن (0,1,2,3,5! -82 لاك 


التقاطع: 000أع56اعأ0| 
إذا كانت ,ل مجموعتين» فإن المجموعة التي تتكون من العناصر المشتركة بين 
المجموعتين 7 , 4 تسمي تقاطع المجموعتين7 , 4 ويرمز لها بالرمز 41/12 


(8ع+ ومء+ : د!-8 ال 
فمثلا: 
1-إذا كانت [24-10,2,4 وإذا كانت (,4,2!-8 فإن م#-408 
2- إذا كانت (0,1,3,5) -24 وإذا كانت (01,2) -8 2 فإن [,0,1) -08ك 


المجموعة المكملة: 
تعرف مكملة المجموعة 4 على أنها مجموعة كل العناصر غير المنتمية إلى المجموعة 
» بشرط انتمائها إلى المجموعة الشاملة» ويرمز لها بالرمز “4 ء أي ان: 
ا سر ا موه نن1 كت 76 

ومن هذا التعريف نستنتج أن تقاطع المجموعة مع مكملتها يعطي مجموعة خالية» ومكملة المكملة 
يعطي المجموعة الأصلية» وكذلك إتحاد المجموعة مع المكملة يعطي المجموعة الشاملة كالتالي: 

© - ك4 )0 6 ك4 

ا ا ا ار 

اه حك 21 


فرق مجموعتين: 
إذا كانت ,4 مجموعتين؛ فإن فرق المجموعتين 2 - 4 هو المجموعة التي تتكون 
من جميع العناصر التي توجد في 4 » ولا توجد في # » ويرمز لذلك بالرمز 4-2 
| 8 عمد و م عند :عد أع#-م 
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المكملة النسبية: 

إذا كانت ضحك4؛ فإن 4-5 تسمى مكملة المجموعة 7 بالنسبة للمجموعة » 
ويرمز لذلك بالرمزن >285. على الرغم من أن المجموعة الشاملة بالمعنى المطلق غير 
موجودة فإنه في كل حالة نتعامل فيها مع المجموعات تكون هناك مجموعة شاملة نسبية 
فعلى سبيل المثال: عند التعامل مع مجموعة الأعداد الطبيعية /77/» نستطيع أن نفترض 
بأن 7 (مجموعة الأعداد الصحيحة) هي المجموعة الشاملة (ونرمز عادة للمجموعة الشاملة 
بالرمز 77) إذا كانت 4 هي المجموعة الشاملة 7/؛ فإن -4 -82 - 7 تسمي مكملة » 
ويرمز لها بالرمز “8 نستطيع تعريف “7 بطريقة أخرى » وهي: 

( ضع ع:ع] -©6م 

مثال: 

إذا كانت (12,3,4,5,6,8- , [4-11,3,5,7»ء وكانت المجموعة الشاملة 
هي [1,2,3,4,,,10) - 277 فأوجد: 8 لال , 402 , 7 -ك , “3. 


الحل: 
(#8-411,2,3,4,5,6,7,8لالكق 
(8-1+3,5)ل4 
(8-11.7-م4م 
( 11,79,10- 6ه 
مثال: 


إذا كانت (12,3,5,6)- ,[(4-11,2,4,8. وكانت المجموعة الشاملة 
هي [1,2.........10] -2 فأوجد: داك , 8مك , 4-8 , “8. 


الحل: 
(411,2,3,4,5.6.8-8# ناكل 
(82-12 هلم 
(82-411,4.8-لم 
(1,4,7,8,9,10 8 دي د ممه 
مثال: 


إذا كانت» [ 5,7 , 2,3 ! -©6», [ 7,9, 1,3,5) -82ء [( 4-11,4,9» والمجموعة الشاملة هي 
(1,2,3,4,5,6,7,8,9 - 07: 
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فأوجد: “© , “ل , “ه 8 لال , 8م “ل , ىل , 4 لا “8) 60. 

الحل: ىف [4,6,8,9,!! - "6©, [[ 2,4,5,6,8 1- “ء [ 2,3,5,6,7,8! - “لم 
.(4ا-8-ىم ., [تركرةا-8 “لقم (8-11,3,4,5,7,9 لاك 

جبر المجموعات: 

إذا كانت © ,4,2 ثلاث مجموعات فإنه يمكننا إثبات العلاقات التالية: 

1 - التبديل 4 دن -ح 8 لالكى و 04ح 8 4)١‏ . 

2- التنسيق © لا 2 لال) - © نا8) لاك و '2«)16١)ك2)‏ -(82)16)١)ك‏ . 

3- التوزيع (2)[6) لا 2]18) 60 (ا1)8ك4 . 

4- التكميل م - “(27م) ‏ 27 -4 لا “كلم 4-0 )6ك . 

5- قانوني دومورجان “3[) “2 - “2 للك ) و 8 لا “ك2 - “8 ١)ك‏ ) 

ولإثبات العلاقات الجبرية بين المجموعات هناك عدة طرق منها: 

1- باستخدام العمليات على المجموعات: 

لنبرهن أن4 لا - .)4 باستخدام العمليات والتعاريف الأساسية للمجموعات: 

لعج جه م4عر أو #عيرح8عر أو معر ج#زامء1 

منها: 4 لاه -8 لاك 

لوف يكنا أن 1 8ك 

244 جه فعر و #عيرت7عءعر و 4فعزر ج >7 []ارعح: منها: 7١4‏ -7 (]4 

مثال: 

اذاكاك « توق كد اع ور ورواكرة 1اكون] فيد كاين 

أقبت أن: ©2201 40ل)-(©0)80لم و © مانلا ل رح هااا 

و4لا - ناكل 

الحل: 


4 ملم - #8راكق و (©41) ل لاك )- 6 ١)‏ ال 
22 0 إوإررك ب رة,1,2) - (1,2,3,4,5,7,9) (19! - ويا 


160-1216 )ا الم 
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وبنفس الطريقة السابقة نستطيع إثبات باقي القوانين. 
2- باستخدام جداول الانتماء: 

تستخدم جداول الانتماء؛لإثبات قوانين المجموعات» ويتكون جدول الانتماء من أسطر 
يشتمل كل سطر على احتمالات الانتماء» ويعتمد عدد أسطر هذه الجداول على عدد 
المجموعات المراد إثبات العلاقة بينهاء فإذا كان لدينا مجموعة واحدة؛ فإن الجدول سيتكون 
من سطرينء أما إذا كان لدينا مجموعتان؛ فإن الجدول سيتكون من أربعة أسطرء وبصفة 
عامة فإن عدد أسطر جداول الانتماء يمكن تحديده باستخدام العلاقة ”2 حيث7 تشير إلى 
عدد المجموعات» كما سيتضح من خلال استخدام هذه الجداول في إثبات بعض العلاقات 
السابقة: 
لإثبات - قانون التبديل. 

إذا كان ,4 مجموعتين ؛ فإن إثبات هذه العلاقة كالتالي: 
نكوّن جدول يتكون من 4 صفوف من العلاقة 4 - 27 : 
14 )7 4017 
ِ 3 
2 #2 
2 2 
2 ع 
من تطابق العمودين الثالث والرابع نثبت صحة علاقة التبديل. 


ل1١‎ 01 























18| 0101 
2 


- قانون التنسيق. 
إذا كانت © يك ثلاث مجموعات أثبت أن©6١)2)18)-(82016)١)4‏ : حيث إن 
القانئون يحتوي علي ثلاث مجموعات؛ فإن عدد الأسطر في جدول الانتماء هو 8 - *2 أسطرء 
كما هو مبين بالجدول التالي: 
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ه 
3-5 
م | |)١‏ 818 | 18| 80 الل جر 


م | 80١ |)١‏ 8 8 ال الج جر 


21 اى) |(©6()شض) الكل 
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حد 0١| )١١ )١١)١١|‏ | | 8762© اجر 
|)١١‏ )| 18 ج05 |0 © هر 
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00 ا 8( | 8075© | هجر 
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من الجدول نلاحظ أن 4)(80)(6) 4)1)801١60-‏ لان العامودان الممثلان في جدول 
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خط الأعداد الحقيقية: 106| 5/ع70]نا0 821 16 

في هذا البند سنقدم عرضاً موجزاً لبنية نظام الأعداد الحقيقية» يتكون خط الأعداد من 
جميع الأعداد التي يمكن تقسيمها إلى نظامي الأعداد الكسرية (العادية)» والأعداد الصماء 
على الشكل التالي: 


الأعداد الطبيعية: 5/ع010ل ا |131لأ3/! 16 

وهى أعداد نظام العد. ويرمز لها بالرمز7/» ويمكن الحصول على عدد منها بجمع 
العدد 1 إلى نفسه عدد من المرات حيث( ...1,23 ! - /ا#وهي مغلقة بالنسبة 
لعمليتي الجمع والضربء ولكنها غير مغلقة دائما بالنسبة لعمليتي القسمة والطرح (أي أن 
حاصل جمع أو ضرب أي عددين طبيعيين ينتج عنها عدد طبيعي أيضاء ولكن بالنسبة 
لعمليتي القسمة والطرح لأي عددين طبيعيين لا يكون بالضرورة نتاجها عددا طبيعيا وهي 
الأعداد الصحيحة: 5/اع00الالا /عوعأم| ع1 

وهى الأعداد الطبيعية مضافاً إليها الصفر وسالب الأعداد الطبيعية» وهذه المجموعة 
مغلقة تحت عمليات الجمع والضرب والطرح. ولكنها غير مغلقة على عملية القسمة» ويرمز 
لها بالرمز الأتي 2 أو /حيث: |.........3+,2+,1+,0/-2 وهي مجموعة غير منتهية . 
الأعداد القياسية أو الكسرية: /70نا/! 8300031 16 

وهى الأعداد التي تكتب على شكل حيث 2,7 عددان صحيحان و2620 ويرمز 
لمجموعة الأعداد العادية (الكسرية) بالرمز © أي أن: |60 5 4 |-مء وهذه 
المجموعة مغلقة تحت عمليات الجمع والضرب والطرح.ء وكذلك القسمة» نلاحظ أن أي عدد 
العدد الكسري: إما أن يكون عدداً عشرياً منتهياً مثل 20.256 أو عدداً عشرياً غير منته ومتكرر 


5 5 1 
المقاطع مثل: 2111011 007 5 151011 0000 . 
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الأعداد غبر العادية (الكسرية) 70/5لالا 1300031| 116 

العدد غير الكسري هو العدد الذي لا يمكن كتابته على شكل ل حيث 6 يمثلان 
عددين صحيحينء أي أن الأعداد غير العادية هي الأعداد الحقيقية التي لا تكون أعدادا 
عادية» ويرمز لمجموعة الأعداد غير العادية بالرمز “2 أي أن: 

| 22 2ه لا كعم وم أ سن 
بعض أمثلة الأعداد غير العادية (الكسرية) 
-2/, , .....3.14159265-<7, 


الأعداد الحقيقية 705ل |ا 1هع8 16 

الأعداد الحقيقية هي كل الأعداد العادية وغير العادية» وتلك التي لا نستطيع التعبير عنها 
بكسورء. مثل نصف محيط الدائرة التي نصف قطرها الوحدة, والذي نعبر عنه بقيم تقريبية 
...7 - #7 وغيرهاء ويرمز لها بالرمز/» أي أن: “010/2 -//تمثل الأعداد 
الحقيقية بنقط على خط أفقيء حيث يقابل كل عدد حقيقي نقطة واحدة فقطء والعكس صحيح 
كذلك: أي أن كل نقطة على الخط الأفقي يقابلها عدد حقيقي واحد فقط» ويسمى هذا الخط 
بالخط الحقيقي أو خط الأعداد الحقيقية (عمذآ 2681 ) 


حيث الرمز” ( يشير إلى ما لا نهاية ) بمعنى أن مجموعة الأعداد الحقيقية غير منتهية. 
ملاحظة: 

إن مجموعة الأعداد الطبيعية 77 مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد الصحيحة 2» 
وهى بدورها مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد العادية ٠2‏ والأخيرة مجموعة جزئية من 
مجموعة الأعداد الحقيقية 77 » أي أن: 


8 > 0 © لاع 77[ . 
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بعض خواص الأعداد الحقيقية: 
إذا كانت 2,2,2 أعدادا حفيقية » فام: 
نم كد عفدن ونوا رامو جد تن 
2ه 2 
7 عدد حقيفي » و - حيث 770 عدد حفيفي . 
0 عدد حقيقي » وهو العنصر المحايد بالنسبة لعملية الجمع 
1 عدد حقيقي » وهو العنصر المحايد بالنسبة لعملية الضرب . 
لكل عدد حقيقي #2 معكوس (نظير) جمعي (2-). 
لكل عدد حقيقي > لايساوى الصقن معكرس(لظبر) صري | - | : 
4 
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نظام الإحداثيات في بعدين " الإحداثيات المتعامدة أو الديكارتية " 
لاعأولاد 2001017316 0110051005 مللنأ 1 3اناولهاء86 16 
يتكون نظام الإحداثيات في بعدين من تقاطع خطي أعداد متعامدين عند نقطة الأصل 
(0.0)» ويسمى محور الإحداثيات الأفقي بالمحور:ء والمحور الرأسي بالمحور:رء ويقسم 
المستوي إلى أربعة أجزاء متساوية» يسمى كل جزء منها ربع (0012015820) وتحدد كل نقطة 
في هذا المستوي ثنائي مرتب " :نوم 006:60": يرمز له بالرمز «ر,»)» و تختلف إشارات 
الإحدائيات حسب موقعها في المستوىء, وتكون كالتالي بفرض: » «ر عددان حقيقيان موجبان: 
في الربع الأول ربد)» والربع الثاني «ر,د-)» والربع الثالث «ر-,د-)»ء أما في الربع الرابع 
فهي النقطة «ر-,د). ويسمى هذا المستوى أحيانا بالمستوى الديكارتي (الكارتيزي) عههام) 
(000101022]65© صقزوء ]02 مهنع مداءء 2 نسبة إلى الرياضي الفرنسي ديكارت (1596-1650)؛ 
حيث كان أول من استخدم نظام الإحداثيات في بعدين . يرمز للمستوي الكارتيزي في بعدين 
بالرمز “77 حيث: ‏ 2/7 ع «ررعد : «رجد) 17-1 »187 - 71/2 





فمثلا: لرسم النقطة (3-,4) نتحرك أربع وحدات في الاتجاه الموجب لمحور السينات 


وثلاث وحدات في الاتجاه السالب لمحور الصادات» وعند التقاطع تكون النقطة (3-,4) . 
0 








الفصل الأول الدوال الأساسية 


المسافة بين نقطتين في المستوى الديكارتقي: كأ |00 0/لأ (اعع/لنا 8 0151800 

إذا كانت ©©/ > ( ,نر, تد)8 , (نر,د)ىء» عندئذ لإيجاد المسافة © بين النقطتين7 ,4 
نكن المثلث 486 قائم الزاوية في© . 
نلاحظ: أن إحداثيات النقطة © هو (إر,,د)ء وبما أن©,4 على خط أفقي واحد فان 
المسافة 40 تساوى| بد- ,د |» وكذلك النقطتان ,8 على خط عمودي واحد؛ فان المسافة 
© تساوي إبرديرا. 


و )م 
ار ور 
, )0 


|نه- هد 





من نظرية فيثاغورث » نجد أن 86+ 26 - هك أي أن: 
*: مم + * ميلد - * صم /د - ىن 
إذا: 
2 2 
|سر- ونرا+ ام - الل - 4 
ونا أ وك ها فان: رن - ونز) + 0م- )د -قو 
وتسمى هذه الصيغة بصيعة المسافة . 
مثال: 
أوجد المسافة بين النقطتين (2,5) , (3,7-). 
الحل: 


ار - ونز) + ا - يتدالء - 4# 0 


29ل - + + 25ل - 5(2- 7) + 3-2(2-)ل -2.: 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 
مثال: 


ائبت أن النقاط (5-,2)© , (8)6,1 , (3-,40-1 هي رؤوس مثلث قائم الزاوية 
وأوجد مساحته. 


الحل: باست ستخدام قانون المسافة بين نقطتين نجد: 
(8 ,لم )09 


ززقح عتخ هر زح دم )ري 

65م - *(4) + :(7)/. - 

7- 5-) + 2-6(2)/. - ف ,8) ه 

52 - 6(2-) + 4(2-)/ - 
7-) - 5-) + *1(5-) -2)ل١‏ - ©,ك) 2 
3 - 2(7-) + :(7/)3 - 

:ع8 + 0م د 8م .. 

27ح :650ل 


65 --3 
65 - 5 





إذن المثلث 2856 قائم الزاوية في © 


نوجد مساحة المثلث 486 القائم الزاوية في © 
مساحة المثلث - ِ القاعدة «الارتفاع 


4-7626 


13 0 - 2ح 


وحدة مربعة 3- 2/1313 * - 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


منتصف المسافة بين نقطتين: 21606 106 01 10016/ا 
إن إحدائي نقطة منتصف المسافة بين نقطتين (ينر,ية) , (رثز, > ل هي : 


وز 7 ريز وك 1 1 
١ 2‏ 2 
مثال: 


أوجد النقطة 4 التي تنصف القطعة المستقيمة الواصلة من النقطة (2,3-) ,8 إلى النقطة 


(2-,5,)4» وارسم النقط ,2, ,214,5 ثم تحقق من أن (14/, ,)4 - (/1, ,4)5. 


ال 0 





2 2 

|الشليفمة مجد) ‏ 1 
1 2 

ذه - / 

2 نه © زلاك وح)ا كح لاد لك 
كلد 2 61م 


4 2 

1 61 12 2 
.حك )| كح اك رب ووه )كذ 11 4 - لا 7 
7 14 2 ( 2 ( لل جر 


(14 ,رط)ك - (11, ©) ل 


مثال: اوجد قيمة 1. التي تجعل المسافة بين النقطتين (3 , 2-)  ,‏ , *) مساوية 5 وحدات. 
الحل: من قانون المسافة بين نقطتين (,بر- يبر) + 2(,مد- يعمل - 4 
2-3(7) + 2(7 جبر). - 5 بتربيع الطرفين نحصل على 
(3-مز) + 2+2(2) - 25 
0 2225-22-12 ومنها 20-0 +2-3()2) 


بذلك فإن قيمة 2ن أو 3حبر 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


معادلة الخط المستقيم 0151310111156 01/3001 

من الموضوعات الهامة في الرياضيات دراسة طرق إيجاد معادلة الخط المستقيم» وذلك 
بعد معرقة ميته وغلاقة السكقيمات بيعكها . 
ميل المستقيم (©5100): هو قياس معدل التغير النسبي للاحداثيين:ر, للنقطة (بر,») كلما 
تحركنا على المستقيم .4.» كما في الشكل التالي: 


(ونز - يد) ىق ار 


نز - ونز) 
1 6يمرل .)ل 


-ل(3- 03 





لنفترض أن / مستقيم غير(رأسي) عمودي وأن ( ير ,  )8,‏ , (,'ر,,© 4 نقطتان 
عليه, فإن ميل المستقيم 4والذي سنرمز له بالرمز 7 يمكن الحصول عليه كما يلي: 
و_ 


لك - وك 








نلاحظ أن: 

- ميل المستقيم هو خارج قسمة فرق الصادات على فرق السينات لأي نقطتين عليه. 

- ميل المستقيم العمودي (الرأسي) يساوي 0, أي أن المستقيم (الرأسي) العمودي له ميل 
غير معرف. 

ملاحظات : 

1- إذا كان 0 < 7؛ فإن المستقيم يتجه إلي أعلى كلما تحركنا من اليسار إلى اليمين 
(زاوية الميل حادة ) . 

2- إذا كان 0 > 7؛ فإن المستقيم يتجه إلى أسفل كلما تحركنا من اليسار إلى اليمين 

3- (زاوية الميل حادة) . 

4- ميل المستقيم 77 هو ظل الزاوية 6 التي يصنعها المستقيم مع محور السينات» أو 
المستقيم الموازي لمحور السينات» أي أن: 06ه) -/,. 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 
شرط توازي مستقيمين : 

إذا كان ميل المستقيم ,/ هو 77» وميل المستقيم ,/ هو ي/؛ فإن 7ح م7 إذا وفقط إذا 
كان ,7 يوازي ٠:1‏ 
شرط تعامد مستفيمين: 

إذا كان ميل المستقيم ,7 هو 7» وميل المستقيم ,/ هو ,/؛ فإن 1-- ,7< ,7 إذا وفقط 
كان ,/ عمودي على ,/ . 
مثال: 

إذا وقعت النقطتان (2,1) , (1-,1) على المستقيم ,7؛ ووقعت النقطتان (2,0-) , (0,4) 
على المستقيم ي/» فحدد ما إذا كان المستقيمان متوازيين أو متعامدين . 








الحل: 
1+1 4-0 
ناك رم ور شتايان 
إذا المستقيمان ,2 / متوازيان ؛ لأن ,م - ,7 
مثال: 


إذا كان المستقيم ,7 يمر بالنقطتين(2-,1) , 5,6) فأوجد ميل ,/ الذي يكون عمودي على 
المستقيم ,/ . 
8 6-2 


الحل: 20س - َّ 
لحل السبر ع سيد ن 


بما أن 2 عمودي على 4 فإن: 2د رس جه تح 277 
11 


مثال: 
إذا مر المستقيم ,/ بالنقطتين (2-,6) , 6-,2)» فأوجد ميل ,الذي يكون عمودي على 
المستقيم ,7 ور الموازي للمستقيم ,/ . 
الحل: 
4 .26ت 


نوجد أولا ميل ,/ ال د 0 ومنها يكون ميل ,/ هو 1- - ,2 أما 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


معادلة الخط المستقيم وطرق ايجادها: 

المعادلة العامة لمعادلة المستقيم هي 0-0 +برضم + دىء حيث 4,8,6 أعداد. 
وتتقرط: ألا يساوي “كلد ع "قر و#استز ا “فى أن «وانهد + تكلك. تكون: الور © العامة 
لمعادلة خط المستقيم هي 
6 ا كم ٍ ام 0 5 506 : 1 
ممه بوصع و وف متوجيك المسم ردك ا تفل الجرة المقطوع 
من نر. 
دراسة المعادلة العامة لمعادلة المستقيم: 105)ددان1 لدعم © 

إذا كان 06-0 ؛ فإن 0 - بر + كل ومنها: تدر 

ونس اوتقائتة قميتي يدن بشطة الأصضله وفيلة در 
فمثلا: 
ددر هي معادلة مستقيم يمر بنقطة الأصل وميله 3 


إذا كان لاع ى معام فق 0 دج سورندومنياة سدم 


مر 
مت 
مقدارموحخح 
1 
فمثلا: 
9 


0 هو مستقيم يوازي المحور '«رر ويمر بالنقطة مت 
0 


إذا كان 0 عم , 4-0 فإن 0 -© +نرث ومنها: ءِ- 
وهي معادلة مستقيم يوازي محور السينات» ويقطع جزءا من محور الصادات مقداره 5 


فمثلا: 


2 3 1 ا 
ا هو مستقيم يوازي المحور "د ويمر بالنقطة [.ه). 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


طرق إيجاد معادلة المستقيم: 
1- معادلة المستقيم بدلالة ميله ونقطة عليهمم1 عم10و - )مزوط : 
لنفرض أن المستقيم/ ( غير رأسي ) يمر بالنقطة (,:ر,,د)ء وأن ميله ‏ نأخذ أي نقطة 


عامة ,)م على المستقيم ا#قنطة دن حايطة الس د الست ص رز 
د ديق 


وهذا يكافئ ( د -2) 77 - (,در -بر) 
وهذه هي صيعغة معادلة المستقيم 4 بمعلومية ميله ونقطة عليه . 


مثال: 
أوجد معادلة المستقيم المار بالنقطة (7-,5) » ويوازي المستقيم 4-0 -:ر62+3. 
الحل: 


معادلة المستقيم المار بالنقطة (7-,5) هي: 


ررد حعد) 7# ح زمر سدبر) 
(ذ- 2)مة - (ر7جمر) 


9 المستقيم يوازي المستقيم 0 - 4 -مر3 ديرة 


م - دم 
.. معادلة المستقيم هي: 
(2)2-5-- 7جرمر 
0 +2 2- ع7 جر 
3 - 22 لبر 
مثال: 
أوجد معادلة المستقيم العمودي على المستقيم الواصل بين النقطتين (3,2-)8 , (1,7)/, 
الحل: 


١122لا‏ م 

2 

2 (3-)+1, _ 
2 0 2 ) م 








وبالتالي يكون (1.5-) -( 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


"لقاش صنودى بعلن السحفه 'الزاسفل بالطل 





:. معادلة المستقيم هي (يند -ئة) ,7# - (,نز -بز) 
2-+10-42سبر5ة جه 3 جم - 2لير) 
0 -22 حير4-بر5 
مثال: 
ارك ماله لق المار بالنقطة | !.4- | وعمودي على المستقيم 5-0-نر4 + 2. 
الحل: 


'.' معادلة المستقيم المار بالنقطة كه هي: 


. 7 0-1 2- 
“. ميل المستقيم العمودي هو ,7 
2- ,7 اح لديم )ل د روم 
1- 00 
2 
2 معادلة المستقيم هي: 


1 
4 +22 عات 
كا عار 
570 ج 207 
3 3 2 27 


17 
لاير2 - 
2 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


2 معادلة مستقيم بدلالة نقطتين منهححره] -5و)صندم 1570: 
إذا كانت النقطتان ([,3) و (4)3,31 تقع على المستقيم 4» فإن ميله 77 هو 


لاحك دوورم نختار إحدى النقطتين» ولتكن (,نر, تد)ك » والميل الذي حصلنا عليه 
2 - ود ١‏ 


21 - ود 


وهذه هي معادلة المستقيم المار بنقطتين معلومتين (ينروية) , (« ,)4 . 








مثال: 
عين معادلة المستقيم المار بالنقطتين (2 -,3) , (1,4) . 
الحل: 
0 ا ا 4 لقي 
باستخدام صيغة النقطتين نجد: (-2) كلتك -د ردير 
له - ركد 
2 +4 
5 4:2 
) 00 ار 
32-7 جر 
مثال: 
1 5 57 اي 7 1 21 
أوجد معادلة المستقيم المار بالنقطتين | :5 0 5 1 
3 2 4" 8 
الحل: 
4 0000 2 
باستخدام صيغة النقطتين نجد: (2 -2) لتك - ردير 
46 اه 
25- 17 
7١ 2) 1 7١ 500 [1‏ اه 
١ 0 0 1 7 | 0 1 54 0‏ 1 و 0 
2 2 8 
202 0- 7 50 0- 
1 در 
168 84 3 168 84 
4 -_ 
21 42 7 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


3- معادلة المستقيم بدلالة ميله والجزء الذي يقطعه من محور الصادات: 
1 أرع1211 - عررواك 
لنفرض أن المستقيم 47 يقطع جزءاً من محور الصادات مقداره 7» وأن ميله 7# » فإذا 
استعملنا صيغة الميل ونقطة نجد أن: 20 - 32) ,7# - (ربر - «ز) 
وهذا يكافى 7+6 - بر 


وهي معادلة المستقيم الذي يقطع الجزء7 من محور الصادات وميله 7/ 


مثال: 


أوجد معادلة المستقيم الذي ميله 2 ويقطع من محور الصادات. 


الحل: 
صيغة الميل والجزء المقطوع من محور الصادات هي: ++ م - نر منها نحصل على 
دمل در وهذا يكافئ: 3 - برك +:2 
مثال: 
أوجد معادلة المستقيم الذي يوازي المستقيم 2-0 +بر4 +4 ويقطع ! من محور 
الصادات 
الحل: 
المستقيم يوازى المستقيم 2-0 +ر4 دم 
-- 
فنك نقد الك ا 5 

58 4 
صيغة الميل والجزء المقطوع من محور الصادات هي: م ددس د بر 
تجد ل م لد دنر 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


4- معادلة المستقيم الموازي لمحور السينات ويمر بالنقطة (37.0) : 
ذا لداد ه1011 2 01 210 نآ 
بما أن المستقيم 4 أفقئيْ أي يوازي محور السينات فإن ميله؛7-0/ء لأن الإحداثي 
الصادي لأي نقطة هو ر. إذا كانت :ر,) نقطة عامة على المستقيم7/ فإن: 
مدير اج 0ح سير 
وهى معادلة المستقيم الأفقي المار بالنقطة (2:2) : 





مثال: 

أوجد معادلة المستقيم الأفقي والمار بالنقطة (2:1). 
الحل: 

معادلة المستقيم الأفقي الذي يمر بالنقطة (3:71) هي ١‏ -”ر 
. المعادلة المطلوبة هي 1-بر 


مثال: 

أوجد معادلة المستقيم الأفقي الذي يمر بالنقطة 2 
0 1 4 5 

الحل: 


معادلة المستقيم الأفقي الذي يمر بالنقطة (إنر, ,د) هي ,ردير 
“. المعادلة المطلوبة هي: م 


5 معادلة المستقيم الرأسي والمار بالنقطة (:[ ,7) :عصنا لهءا؟ ىم 
بما أن المستقيم 7 رأسيا أي يوازي محور الصادات» 

وأن الإحداثئي السيني لأي نقطة عليه هو بدء وإذا 

كانت (3:7) نقطة عامة على المستقيم 4 فإن: 0 - بد-د 

وبذلك تكون معادلة المستقيم الرأسي والمار بالنقطة 


دم هي: لك عديال 


1 ) 2, [7( 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 
مثال: 

أوجد معائلة المستقيم الرأسي الذي ومر بالنقطة 2 

الحل: 
معادلة المستقيم الرأسي الذي يمر بالنقطة (بر, مد) هي بدي 

2 العائلة العطارية هي م 
مثال: 
برهن أن المستقيمان 5 -+ و2- -+ متوازيان. 

الحل : 
بما أن المستقيمان رأسيان فإن كل منهما يوازي محور الصادات وبالتالي هما متوازيان. 





مثال: 

برهن أن المستقيمان 2-3 و2 -در متعامدان. 

الحل: 

بما أن المستقيم الأول رأسي والمستقيم الثاني أفقي فإن الأول يوازي محور السينات والثاني 
يوازي محور الصادات فنهما متعامدان 








الفصل الأول الدوال الأساسية 


المتباينات 0601031065 
يمكن تعريف إشارات المتباينة على النحو التالي: > , < , > , <» والتي تدعى 
على الترتيب: أصغرء أكبرء أصغر أو يساويء أكبر أو يساوي على الشكل التالي: 
ويه فت أن مدو مويب 
2 > نل تعني أن حبر سالب. 
ر >5 تعني أن يد -بر ليس سالباً. 
2 كنز تعني أن ددر ليس موجباً. 
حكسر حلن كدرو الأعداد الحقيقية تعني العبارة ر>» أن النقطة 2. تكون على خط 
الأعداد على يسار النقطة «ر. 


فمثلاً: 
1 >3 أو 4<3 تعني أن 3 أصغر من 4 أو 4 أكبر من 3. 


3 >4 >2 تعني أن + أي عدد حقيقي موجود مابين 2» 6» وهو أكبر من 2 وأصغر من 


1 
62 5>+ تعني أن + عدد حقيقي أصغر أو يساوي 5» فهو أي عدد حقيقي لا يزيد عن 5. 
)6 
6. 
بعض خواص المتباينات: 156010311065 01 817006/065 
إذا كانت م , ثم , > أعداداً حقيقة فإن: 
إذا كان 72> و 2 > فإن 4>262 
إذا كان / > مه فإن © + ٠>‏ +4 
إذا كان م >2 و 0< فإن 22م > 2م لأي عدد حقيقي 0. 


إذا كان .>> و 0>ء فإن 6« <عغ»2اني لأي عدد حقيقي 6. 


إذا كان 72> > 0 فإن ا 
6 2 
إذا كان 0 << فإن كلا من 6,7 إشارة واحدة . 


ع 


( 
( 
( 
( 
5) إذا كان 0< فإن 0< + وإذا كان0>م فإن 0 | 
( 
( ش 
) إذا كان 8>0<ه فإن كلاً من 2,2 ذات إشارة مختلفة عن الآخر 
( 


إذا كان 72 >ه و # >» فإن 7# + عع جدن. 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 
1) 1>2و 2>4 هذايؤدي إلي 1>4. 
62 1>2 وبالتالي 2+3 >1+3 ٠‏ 1-3>2-3. 
2-3 ويالتالي 23553 :. 
04 2>5 وبالتالي (3-)<5 < (3-)»2. 
5) 2<0 وبالتالي 2 و 2>0- وبالتالي 0 . 
66 2>3 وبالتالي 5 
67 23<0 وبالتالي 0 <2. 3<0. 
0< (3-)» (2-) وبالتالي 2>0-» 3>0-. 
8 3<0-)22 وبالتالي 2<0. 3>0-. 

0 >23-) وبالتالي 2>0-.» 3<0. 
09 2>3 و 4>5وبالتالي 2+4>3+5. 


الفترات (المجالات) 5ا3ل/ااع01!: 
تعريف: 
الفترة هي مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد الحقيقية ١7‏ ولها أحد الأشكال التالية: 
1- الفترة (المجال) المغلقة 21 )م1 610560 
ويرمز لها بالشكل [4,45] حيث 7 > 4ء وتشكل مجموعة الأعداد الحقيقية من محور 
الأعداد الحقيقية الواقعة بين العددين 2 , >» متضمنا الطرفين 6 , 4» وتكتب (رياضيا) 
على الشكل: 


(6 >2 >0 : ل »ع مدا - [4,2] 





6 2 
2- الفترة (المجال) المفتوحة -ءم0 21ء)5آ1 
ويرمز لها بالرمز ]0,5[ أو (4,0) حيث 7 >4 وتشكل مجموعة الأعداد الحقيقية من 
محور الأعداد الحقيقية الواقعة تماماً بين العددين 7 , >» وتكتب (رياضياً) على الشكل: 
( >ند >ه: 7# ع ح] - (5,ه) 


اسح هذ ب يجبي 


32 0 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


3- الفترة (المجال) نصف المفتوحة أو نصف المغلقة 21ه)مآ (صعم0 11214 1550© 81314) 
ويمز لهما بالرمز (4,6] أو [4,0)» وتكتب (رياضيا) على الشكل: 
(>مد > ه: «ءع نا - [م,ها 





2 6 


(2 >مد > ه: #قءع ها - ((,ما 





6 2 
ملاحظة: 
يمكن لأحد طرفي الفترة أو كلاهما أن يكون في اللانهاية الموجبة أو السالبة» وعندها 
سكن ذلك القلر م امفتويها : ْ 


7 - (م > :2 > م ] - زم ,مه -) 


00 00 
فمثلا: أكتب مجموعات الأعداد الحقيقية التالية على شكل فترات. 
1) إذا كانت [3 > د > 76:1 م - 4 فإن [1,3] - 4 . 
2 إذا كانت (6 >+ >1-:/» م - 8 فإن [1,6-) -8 . 
3 إذا كانت (10>+ > 8:4 عع - © فإن (4,10) - 6 . 
) إذا كانت ( 
( 


ع 


4 
5) إذا كانت (إبد > 7:8 عم - / فإن (8,6) -/ . 


7 >2 > 17:3 ع - 7 فإن (3,7] -2/. 


6) إذا كانت [2->مد :دء عا - م فإن [2-,م -) - م. 
بعد التعرف على أنواع الفترات نتطرق إلي حل أنواع المتباينات على النحو التالي: 
أ- حل المتباينة 0 < 7 + يرب : 
لحل المتباينة الخطية نتبع الخطوات التالية: 
1- نحل المعادلة 0 -م +2ري فنجد الجذر حت -بد ٠‏ 20ودم. 
2- ننظم جدولاً لدراسة إشارة المقدار من الشكل: 
- 


مه 00 - 5 
0 

















نفس إشارة © 0 عكس إشارة 4 0م حير 
3- نوجد الفترة الموافقة لإشارة المتباينة . 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 
مثال: 
أوجد حل المتباينة 2 <212+1 . 
الحل: 
يتم حل هذه المتباينة بإضافة (-1) إلي طرفي المتباينة 
1 
2-1 <28+1-1 هذا يودي إلي 28<1 بالقسمة على 2 نحصل على <7 وبذلك 


يكون الحل الفشرة | .+ ) 1 


مثال: 

إذا كانت (5كر جد)حل ,(!ك<د عرا5م وجد 8١ل‏ , مر سوكيها الحل على خط الأعداد. 
الحل: 

و5 5 5 0 - 
[5,5-]-7 [)4 
00 5 0 8 60 - 
(5-, مم) د 8 لم 

مثال: 

أدجة كل المقايتة ونكلها بيانيا على خمل الكددك. 3#7حيرةة 1ت 

الحل: 


بإضافة (3) للإطراف 10>+2 > 8- وبالقسمة على (2) نجد 5 >2 > 4- 
وبذلك تكون مجموعة الحل هي: (4,5-] 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 
مثال: 

إذا كان لدينا المتباينة 2-7 > 3+5 أوجد حلها. 

الحل: 

يتم حل هذه المتباينة بإضافة العدد 5- فنحصل على 1-12 >3.2»: و نضيف المقدار 12- 
إلى طرفي المتباينة فنحصل على 12->235. و بقسمة المتباينة على2 نحصل على 
6- >دء وهكذا يكون مجال الحل هو [6,ه-) . 


مثال: 
حل المتباينة 2 <1-37 مع توضيح الحل على خط الأعداد. 
الحل: 

بإضافة (1-) للطرفين يكون 2-1 <1-/1-32 
أي 3<1- وبالضرب في (2-) » يكون لدينا 2- > 
(لاحظ إشارة المتباينة تغيرت في هذه الحالة). 


أي أن: أي عدد أصغر من 5 يعتبر حلا لهذه المتباينة» والحل هو الفئة ذه 


مثال: 
حل المتباينة 1 < .2 مع توضيح الحل على خط الأعداد. 
الحل: 
. 1 1 1 001 
بالضرب ليا نحصل على سجداي أن: 


أي عدد أكبر من (1) يُعتبر حلاً لهذه المتباينة و الحل هو الفئة | 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


ب-حل المتباينة 0 <عم ارم + شرن : 
لحل متباينة الدرجة الثانية نتبع الخطوات التالية: 
1- نحل معادلة الدرجة الثانية 0 -م + عرق + 22ريى فنجد جذورها إن وجدت. 
2- ننظم جدول من الشكل التالي: 
م + بينهما ولد بينهما 2 بينهما - م 


نفس إشارة 2 | 0 | عكس إشارة © | 0 | من إشارة © ع ديرق + ثيرو 


























مثال: 
حل المتباينة 0 > 2 +32 +47 » مع توضيح الحل على خط الأعداد. 
الحل: 

نأخذ معادلة الدرجة الثانية 2-0++25+3 فنلاحظ انه يمكن أن تكتب 
0 >-(2+1()2+2) وبالتالي جذريها: 2- -ح يد دك ا وويفياكوق الحدوله: 
مه + |بينهما | 1- إبينهما| 2- |إبينهما|] مه 3 


+ 0 5 0 + عر ةيد و 





























الفترة الموافق للقيمة السالبة لكثيرة الحدود هي (2- 1-) . 
طريقة ثانية للحل: 0 > (2 +1+1()1) ج- 0 > 2جيرة شير 
هناك احتمالية: 
إما 0< (2+1) , 2(>0+م) 
أو 2+2(<0) و 1(>0+ج) 
في الاحتمال الأول يكون 1-> و 2< وبالتالي مجال الحل هو: 
(1-,2-) - (زمه,2-) [) (1-رمه) 
وفي الاحتمال الثاني يكون 1-< و2->22 » وبالتالي مجال الحل 6» وبالتالي يكون مجال 
الحل الكلي وفق الاحتمالات السابقة هو (1-,2-)-1()(/6-,2-)كما موضح على خط 


الأعداد. 
































الفصل الأول الدوال الأساسية 


مثال: 
حل المتباينة 0 <+2 - 45 » مع توضيح الحل على خط الأعداد. 
الحل: 
نحل معادلة الدرجة الثانية 0 -5-2 والتي تكتب على الشكل 0 -(1)1-2 
وبالتالي: 
2- د ,3-0 ومنها نكون الجدول: 
مه إبينهما|ا 2 بينهما 0 | بينهما مه 1 


+ 0 ب 0 + 





























01 
21 - أير 


الفترة الموافق ل-1. أكبر أو تساوي الصفر لكثيرة الحدود وهي إتحاد الفترتين 
(0ه,2) لا (0,م) . 


مثال: 
حل المتباينة 0 > + - 9 مع توضيح الحل على خط الأعداد. 
الحل: 
نأخذ المعادلة 9-2-0 ونحللها إلى الشكل 0 -(2 + 0)3 - 3)» وبذلك نجد 
الجذرين 3-- ,2-3 وبالتالي نكون الجدول: 


مه |إبينهما ١|‏ 3 إبينهما | 3- |بينهما | من ا | 34 
_- 0 + 0 حٍِ ضر 9 


























وبالتالي نجد الفترة الموافقة لقيم 1 المناسبة لإشارة المتباينة» وهي إتحاد الفترتين 
(60 67 لا (3-رمه) ٠‏ 


























الفصل الأول الدوال الأساسية 


مثال: 
حل المثبايقة 0 < 2-عريد #2ر. 
الحل: 
بعص أن المقدارين. :2-1<0) ودعم إما أن. يكونا موجبين. .معا أو سالبين 
فعا رضن )ا حيو 
أ- المقدران موجبان: 2-<2ر جه 2+2<0ر 


1<ع جه 1<0-ميرر 


0 -27- 


1 0 2- 
. فئة التقاطع - فئة الحل - (0 ,1) 


ب -المقدران سالبان: 2->بر ج 2>0+ير 


1 >2 ج 0 > 1حير 


1 0 5 
فئة التقاطع هي فئة الحل > (2- , م-) 
. فئة الحل من أء ب هي: © , )لا (2-,-) عير 


1 0 2 
من الرسم يتضح أن لهما نفس الإشارة في اتحاد الفترتين ( , 1) لا (2-,6) . 


7 7 7 + يرقو 
3- حل المتباينة الكسرية 0 < ل : 
أن د يرع 

لحل المتباينة الكسرية نكون جدولا يبين إشارات البسطء والمقام ثم نحدد إشارة الكسرء 


ونوجد الفترة المطلوبة: 
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الدوال الأساسية 

















الفصل الأول 
الحل: 
نأخذ المتباينة 4 6 اومتها 0 ٠‏ والتي تأخذ الصورة التالية 
ان نك 
(لحتيعة ده 1ن . دة- 12 
و ويدلك تحصل علي 10> - أو 0> > ثم نكون الجدول التالي: 
مه إبينهما| 4 إبينهما| ‏ 3 إبينهما| مم 1 
0 0 + + + عي 4 
+ + + 0 __ 3-هير 
- 0 + 11 3 كله 
1-3 


























الفترة التي تحقق المتباينة هي: (,4) للا (6,3-) 

















مه« 4 3 
مثال: 
3 2 1 
حل المتباينة ---- > مع توضيح الحل على خط الأعداد. 
يال 5 
الحل: 
١ ١‏ 2 3 2 00 5 
نأخذ المتباينة > -. و منها 0 > --- » والتى تاخذ الصورة التالية 
سايق الل 4 دعر 1 5 
عد3- ر4 -يد)2 8ج - 8 دير 
0 > + للست إ .0 > أ 20 ثم نكون الجدول التالى: 
ار ويا الكر ل أو الك قم تكون, الجدرك لقي 
مه | بينهما | 4 | بينهما ١|‏ 0 بينهما | 8- | بينهما م - م 
3 4 4 2 2 0 2 1-8 
+ 0 - 0 + + + (4 حعد)يد 
+ | ]1 11 + 0 لمك 
(4 تلد 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


الفترة التي تحقق المتباينة هي: (4,66) لا (8,0-) 


مثال: 
حل الناينة وبع !5 بع ترضيع الحل على خط الأعداك: 


3 +14 
الحل: 
لدينا 27<0 حتى يكون الكسر موجباً يجب أن يكون للبسط والمقام الإشارة ذاتها 


1-1 
وبالتالي نكون أمام احتمالين 
أ: نفرض أن : 1<0+م و 0< 6+3 و بالتالي يكون لدينا: 
1-<+ و 3- <+ والحل هو التقاطع الذي يكون على النحو التالي: 
(1,©6-) - (مه,3-) [) زمه - ,1-) 
ب- نفرض أ 0 >1++ و3>0++ و بالتالي يكون لدينا: 
1- >+ و 3->+ والحل هو التقاطع الذي يكون على النحو التالي: 
(3-,ه) > (1-رك-) [) (3- ,مه) 
إذن الحل العام للمتباينة هو إتحاد الحلين أي أن: 
مجموعة الحل للمتباينة (0© ,1-)لا (3-وم-) ع1 








مثال: 
حل المتباينة: 2 مع قوطيخ الدل .على بخط الأعذاد: 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 
الحل: 
نكتب المتباينة على الشكل التالي: دم فنيا اتحضال عله * ضما بتلك يكون ل2 


3 1 
احتمالبه: -<2 ُو لجر 
ٍِ 2 قو 2 





3 0 3 
2 


إذاً مجموعة الحل للمتباينة هي (© , 2) لا (3ّ- , م#) 


مثال: 

حل المتباينة : رلك مع توطايج الحل على خظ الأعداد ؟ 

الحل: 

نكتب المتباينة على الشكل التالي : 0 <255-1 منها نحصل على 0< 1-4-2 1ك 
هذا يودي إلى أن 0< متها تكون قيمة + هي : 2 <1 


0 2 





إذأ مجموعة الحل للمتباينة هي (,2) 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


القيمة المطلقة ١/3106‏ عأنا|0050: 
إذا كان 12 عدداً حقيقياء فإن القيمة المطلقة للعدد 1. هي عدد حقيقي غير سالب» يرمز 
له بالشكل | + | ويعرف على الشكل التالي: 


0 عد قر د 
0 > د وى كح ا 


عندما نمثل الأعداد الحقيقية هندسيا على المحور الحقيقي فإن العدد | + | هو المسافة الفاصلة 
بين نقطة الأصل (0,0) و قيمة 2 . 

بعض خواص القيمة المطلقة: عل|3/| عأا|8050 01 0005م 

مهما يكن العددان / ع «ر,د يكون لدينا: 


انه | > د>|ه|- -1 
تدم . تلود يده 
| *- |-|ع | -3 


4 | ١| -0 دج‎ 0 








وهب كج خن. وعتز: ححة () حاب و © داع -5 

[»,ه حاعد ج> ‏ (م>ر>م- ج>»0<م ‏ ., 4 >ا2 | -6 

مجموعة حلول المتباينة ستكون وج>0>م ., 24> |لد | -7 

(6,ه) ل١-,م--)‏ عر هم - كر من جر جه 0 <مهم 020 .,ى ب >ارز | -8 
عير 0 > , 2د 9 

ول- كير 07 م <ر جه 60)<م ., م<ثرب -10 

عل >ر > هلد جه 0<م ., <تر -]]1 





نذا > مرج -12 
را - ها < مر دجا -13 

ارا لها < إمرعا -14 
تا كا _ى 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


مبرهنة 1116016111 : 
إذا كانت 4 عدداً حقيقياً موجباء و :أي عدد حقيقيء فإن: + > إد|إذا وفقط 


اذا 4 >1 > م-ى 








مثال: 
أوجد حل المتباينة الآتية: 5>| 2-7 |. 
الحل: 
من المبرهنة السابقة 5>2-7>5- ج-7|>5-+ | بإضافة العدد 7 إلى طرفي 
المتباينة نحصل على 12> >2 إذن مجموعة حلول المتباينة هي [2,12] © . 
مثال: 
أوجد حل المتباينة الآتية: 6 - | 7-4 |. 
الحل: 
واضح أن 6--4-ر أو 4-6- ب رجح6- |4-مر| 
ومنها نحصل على 2--د أو 8-10 إذن مجموعة الحل هي ( 10و 2  ]-‏ بد. 


مثال: 
أوجد حل المتباينة الآتية: 5 4 |. 
الحل: 
واضح أن 2-4>5 أو 4<5-ترج5< |4 | 


ومنها نحصل على 1->2د أو 9<ثر تقنرون كل تفقانة على حدة: 
أولاً: 9< د هذا يؤدي إلى [ 3كداو 3<د ج3</ن|) ومنها 
(.3] لا[ةمه-) عد. ثانيا: 75-1 وهذا يؤدي إلى أن مجموعة الحل مجموعة خالية . 
إذن مجموعة حل المتباينة5 < | 12-4 | هي 
(3,>0] لا[ةت-,مه -) - م لا(»,3] لا[ة-,مه-) . 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 
مثال: 
أوجد حل المتباينة الآتية: |22+1] > | 31-2 |. 
الحل: 
واضح أن 22+17 > ' 32-2 |ج+- 2+1 2]| > | 3-2 | منها نحصل على 
1دعر4 + ترك > 4 جيره1- تروج :1 +ير2) > *(32-2) 
بذلك نحصل على 0 >1-ير4 - تير4 -4 +2 12- 2.رو 


ومنها 161+3>0- 512 أي أن 0 > (3-)(52-1) إذن فئة الحل هي [3ج]ءم. 


مثال: 
21-1 


أوجد حل المتباينة الآتية: 4 > 
1+1 











الحل: 


من الواضح أنه من أجل 1-غد يكون 4|2+1 >21-1| ج-4 > 





1 
1+1 








طرفي المتباينة نحصل على 16+17 > 22-17إء هذا يؤدي إلى 16)2+1(2 > 1-12 2)» 
ومنها نحصل على 0 <1-دير4 + تير4 - 16 +322 + :22ر16 


أي أن 0 < (5 + 22+1()2) جح 0 < 5 +ع 12+ 2ر4 إذا 


مجموعة حلول المتباينة هي (1 ١‏ صب إلا[ دب أ 8 


2 2 
مثال: 
أوجد حل المتباينة الآتية: 1-< 1 +مد| +ع2. 
الحل: 
1<0اجعر ش”آ, اجير | اأجير ا 
0 >1+م كة, (1+ن)- 
هناك احتمالين: 


الاحتمال الأول: 0 <1+ هذا يؤدي 8+1 -1++7| منها نحصل على 


1-< 1 جنر دير2 ج 1- <1+ج| +2 





40 








الفصل الأول الدوال الأساسية 


ع 


أي أن 2--<3 ج 1- < 312+1 منها ددر . 


ومجموعة الخلؤل فى (فذا"الأحمان من الث تحفق: جر و اه 


الاحتمال الثاني: 1-+- - (2+1)- - |1 +نر| ج 0 >1+د 
منها نحصل على 1- <1|1 +2 | +2 بذلك نحصل على 1-<1-+-22وهذا يؤدي 
إلي 0 < 1 . 
مجموعة حلول هذا الاحتمال ستكون القيم المحققة للمتباينتين: 0<دو 1+1>0 
أي أن مجموعة الحل هي: © -(1-,6ه-)١)(0,6)‏ عند 
تفلن متهرعة لحار العاينة يشتكل عام خلى: مش ]د ولازمشتاءم 
مثال: 
أوجد حل المتباينة الآتية: 2 > | 4++32 |. 
الحل: 
من مبرهنة سابقة نجد 2 > 4 +32 > 2-» بطرح العدد 4 نحصل على 2->32 > 2-6 
وكالشية على ابد ونم 7 رود إذا فئة الحل هي [2-, ]عم 


مثال: 
أوجد حل المتباينة الآتية 8 <| 2 ++ |. 
الحل: 


من مبرهنة سابقة نحصل على: 2(<8++) أو 8->(2++2) أي أن: 6<+ أو 
0- >2دء وفئة الحل هي: (», 6] ل [10-, )عند ٠.‏ 


مثال: 


قحك ميرك لذن لماه 0 موطيحا الأكانة طن حظ الأهذان: 





1-1 
1 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


الحل: 


مزج قل اهن القينة المسطلافة نهد 0 211 / 100 211 


0 7 بضرب المتباينتان ب2ر 


( مقدار موجب) نجد: بك < (اج هد أو 1 > هر : 
الاحتمال الأول: 


برك حيرب شر أي أن 0< مر و منه 0 جر نكون الجدول التالي: 












































' 7 : : 
مم مر | بينهما | بينهما | 0 | بينهما | من 1 
+ 0 ب 0 + ا - »)مه 
إذن فئة الحل هي زه |نا(فيه) 
الاحتمال الثاني: 
يوك برب نر أي أن 0+ مر و منه ممما نكون الجدول التالي: 
13 
م + | بينهما | 0 | بينهما | كا - | بينهما | مم 1 
+ 0 - 0 + 2 دعام 
0 3- 
إذن فئة الحل هي مخ 
0 13 7 
والحل العام للمتباينة هو 2 لا 000 لا(0,ه-) 
مثال: 
أوجد حل المتباينة + > |3+1] > 0. 
الحل: 
نجزئ المتباينة إلي متباينتين كالتالي: > إلحهقا 9 1+عد3 > 0 
منها نحصل على المتباينات 
8 
التي بت “قاد اونا 
3 3 1- 
2 4 و الدا- ملعم 
سس > تن > ادلم 3 
9 9 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


سسس ند 














9 
أ : 2 1 1 4 
ا ا او ا وذو حا 26 
مثال: 
أربحة تل معاي ا 
2ج بعر 
الحل: 
2 ع -00 (9 -ير)2 -(2 + )3 4 
0 - حيد المقام نحمصل 0< وبالتالى: 
0 على (2 +مر)(9-مر) لي 
24 5 4 
دك لخططب وزريبيا كنكاينة كانه 
ري رسها كمتباينة كسري 
م | بينهما | 9 | بينهما | 2- | بينهما | 24- | بينهما | من 58 
دم احا 0 + 0 7 4 دير 
+ 0 - 0 + + 5 (2 +2 )9 سدير) 
0 24 دير 
+ 11 ٍِ 11 + 0 2 0 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


>2 أمثلة محلولة 


إل جو اسلوايفة الفاقية ون امسو 
((عدد طبيعي مكون من رقم واحد) ::]-4 

((عامل للعدد6) «:»«)-8 

( 25-0 شر :ع0 


(1,2,3,4,5,6,7,8,9 4م 
(1,2,3,6 -8 
|5-,6-15 


2- عبر بطريقة الوصف عن المجموعات التالية: 
[.. ...و 12,4,6,8 - لم 2 [8-12,3,5,7 
([.......11,4,9,16,25 -6 


[(عدد طبيعي زوجي موجب) <:»«]- لهم 
((عدد أولى أصغر من 2)10:*)-8 


( (مربع كامل) :)6-1 


3- بين أي المجموعات الآتية متساوية وأيها متكافئة: 
|[ ءعد,6 كع :ندا - 8 [1,2,3,4,5,6 - ل 
(12,4.6 -:07/ 2 وآ 6 002 6 
(8-0-مه+ تنما دم (4,2-) دم 


لاحظ أن: 7 - م و 8 ع زم وغ -[8 . 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


4- أوجد المجموعات الجزئية لكل من المجموعات التالية: 
(1,2,3,4! -8 , (12,4,6 -م 
الحل: 
2-8- (#ر)ى ومنها 
[[2.4.6 ,1 4,6 طم 12,6 1 4, 0 12 ١‏ - (4)ى 


008 23/4 ,كبا ,إتباا ,12 [4) 5 
١ 000‏ 520005200 !-هد 


5- إذا كانت (4,2,3,4,5,6,7,8,9,10 - 2 و[(4-13,5,8 و (7-12,5,7.8 
و(13,5,7,9,10- 60 
فأوجد كلا من: 79 لىء 2 لامء يض -ى . ©لاشناماء 6مء © لاش)الامى 
“ع ,“د , “لم » © لا8) 0ك . 


الحل: 
(13 - 8 -ك , (2,3,5,7,8! - 8 لاك , (5,8! -8 40ل 
3,5,8 ص اد . [,ك,ة! -©6 40 ,(2,3,5,7,8,9,10! -© لا8 ناك ) 
(1,3,4,6,9,10! - “8 , (1,2,4,6,8) - “© ,[ك! - © 820) ١‏ كل (1,2,4,6,7,9,10 - كل 


6- أكتب جدول الانتماء اللازم لإثبات قانوني دومورجان. 
الحل: 
نعلم بأن نص قانوني دومورجان هو: 
0 ملا “ل - “5 نل ) 
لم | نمام 
2 



































4 | 8 | 0١ |)١ | حذ‎ 
0١ | 0١ | 8 
ها‎ |)0١ 78 |) | 
0 | © 0 || « 
0 | ©5106 8 


ع 
2 
ع 
































الفصل الأول الدوال الأساسية 


١82 2‏ كك - “لاك ) 



































2_0 |"شلاك) ا عام | ضام | للك | ك4 
2 2 © | © |» | © || »© 
2 2 ع |اح |# | # | © 
2 2 ع |[ #6 اح | > #0 
ِ ح د رع ١ه‏ )| 2 2 
بمقارنة العمود الرابع والخامس في الجدولين السابقين نلاحظ تطابقهما مما يثبت قانوني 


ذومورجان. 


7- أوجد معادلة المستقيم المار بالنقطة (1»4) والعمودي على المستقيم الذي 
معادلته 5 -بر6 -212 . 
الحل: 
بما أن المستقيمين متعامدين فإن 1-- ,ا »ا ,/ 
و المعادلة العامة للمستقيم .7+ -درء ومنها 


5 -:21-6 
ر6- 22-5 
بقسمة الطرفين على العدد 6: رد كدي 
1 
لحدت 
3ح ياج 1- - ر7 >< - 


وبالتالي: 
( ند -عة)11 حت بعر 
(2-4)ة- - 1دبر 
ومنها 32-13 +بر 





460 
































الفصل الأول الدوال الأساسية 


8- أوجد معادلة المستقيم العمودي على المحور ( ويمر بالنقطة (2 ,1). 
الحل: 

بما أن المستقيم عمودي على المحور ا فإن معادلته خالية من المتغير «» وستكون في 
المتغير/ر فقط وبما أن المستقيم يمر بالنقطة (1» 2) فإن معادلته هي: 2 -«ر 


9- اوجد معادلة المستقيم الموازى للمحور ا ويمر بالنقطة (2 ,1). 
الحل: 

بما أن المستقيم موازى للمحور ل» إذا فهو عمودي على المحور ‏ 
إذا المعادلة عبارة عن (عدد > *)» وهى خالية من المتغير لا. 

و 5-1 هي المعادلة المطلوبة لأنه يمر بالنقطة (2 ,1) 


0- أوجد قيمة 1 في المعادلتين علما بان المستقيمين متعامدين 24 -بر5 +6 و 1-:ر3-+2. 
الحل: 
وبقسمة طرفي معادلة المستقيم الأول على 5 2/2 +/- <-در5 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


1 
1ج حك عرست حر ات 
4 3 
ع 
2 77 منها 21-1 ح بل 
وشنة الظر فين على ااوقهد + ب -برء هذا يؤدي إلي أن الميل يساوي 3 كد وو 
نما أن المواتسين سنكي ذا تعد ررس ركنا 42-1 


إذا قيمة #2 هي: 6-2-5 


1- أوجد معادلة المستقيم الموازي للمستقيم 1++ -«ر ويقطع جزءًا من محور الصادات 
قدره 2. 
الحل: 
من المعادلة العامة للمستقيمات م/+ممم, -در نجد أن ,-1- 7 ومن خلال الجزء 
المقطوع من «ر نجد أن2 - ,2 وهذا يؤدي إلى يم+ يدم بر 
أي أن المعادلة المطلوبة هي 2 ++ - بر 
2- أوجد معادلة المستقيم الموازى للمستقيم 4 -«رء ويمر بالنقطة (5 , 2). 
الحل: 
معادلة المستقيم المطلوب من الشكل © -«رو بما أنه يمر من النقطة (5, 4/)2 نجد أن 


5 در 








الفصل الأول الدوال الأساسية 


3- حدد قيمة 1 التي تجعل النقاط (5 , 4)7 , (2 , 1-)» (6,0) رؤوس مثلث قائم 








الزاوية في 2. 
الحل: 
3 2-50000-3 لح وبل 
5 2 إصصم ح- جر 7111 
685 8 1-7 تبج وذ 
2 0-2 بزح ور 
0 3 و77 
1+ كل 1+م بدح يد 
١‏ 2 3 6- 
وااسرس وكا بودي الي اصع يد متها 68 


2 -84- واضح أن 4--/ 


4- ليكن لدينا (5-,6)2» (3,6)» (3-,4)4 أوجد معادلة المستقيم المار بالنقطة 4 » ويوازي 
المستقيم المار بالنقطة © , /. 


الحل: 
اللاي مسقم 


11- لد ح مم 711 
59 46 





د مه )0 ح ررم دبر) 
(4 +11)2- 3-رر 
0 -112-41حمر 


5- أوجد معادلة المستقيم الرأسي الذي يمر بالنقطة (3:0) . 
الحل: 
معادلة المستقيم الرأسي الذي يمر بالنقطة (,بر, مد)4 هي بد د 
". المعادلة المطلوبة هي 7-3 لأنه يمر بالنقطة (3,0) . 


6- أوجد معادلة المستقيم الموازي للمستقيم: 15-0-/ر2++ ويمر بنقطة تقاطع 
المستقيمين 5-برسر2 , 4د برجر. 
الحل: 
52 


ولاه توح ملعاال الست لطن دمر 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


1 5 1 
وهو نفسه ميل المستقيم المطلوب و1 - 7 - - نز 


نحل المعادلتين 5 - بر -ير2 : 4 عبر دير لإيجاد النقطة التي يمر بها المستقيم المطلوب 


1 5- بر سبر2 -8 
ر-4 -م منها5 -بر - (نر-2)4 بذلك يكون لدينا 0 


لذينا ادلب ِ والنقطة (1, 3) التي يمر منها المستقيم المطلوب فمعادلته هي: 


(36 17ح حمر 
(3-س د ادير 
ب <1-مز 


ومنها المعادلة العامة تصبح على الشكل التالي 0 تس كدر 


7- عين معادلة المستقيم الذي يمر بالنقطتين:3 ,2) ,(4,7) وما هي الزاوية التي يصنعها مع 





محور 6 
الحل: 
يد عه )و حت تبر 
(ي برع فك ل دمر 
2 - ود 
7-3 
7-2 3- 
) 4-2 3 


22-1 د برج (2 حير)2 د ةدنر 
بذلك الميل يساوي 2 -7/ الزاوية التي يصنعها مع المحور هي: 6 - 7 بذلك نحصل 
على قيمة الزاوية 63.437 - (2)' مه - 6 


8- عين معادلة المستقيم الذي ميلة 7--72 تقطع المحور 0 في النقطة 5 -2. 
الحل: 
الصورة العامة للمستقيم هي 7 + 72 - 7 بالتعويض نحصل على 5 +72- - بر 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


9- أوجد معادلة المستقيم الذي يمر بالنقطة #-,4: ويكون عموديا على المستقب 


0-ةجبرك م2 . 
الحل: 
من المعادلة م + عتمم - بر نحصل على 
رت يت 
١ 65‏ ا 
1-- و77 . 711 


( ند )110 ح مز رز 
5 5 
ا تويك منها نحصل على 501 ار 
0- أوجد معادلة المستقيم المار بالنقطة (3 , 2-) ويكون موازيا للمستقيم 1--:ر2 -312. 
الحل: 
من معادلة المستقيم 33+1 -2[7 


وبالقسمة على 2 نحصل على كدر 


3 
باسك كمه جه 7 لد و عابر 
د )770 ح نر سير 
3 
2 +2)--3- 
) 0 0 
3 6 3 
2+3 د بر جد بير - - 3- 
5 7 2 2 . 
1- أوجد معادلة المستقيم الذي ميله 4 ويقطع محور الصادات بمقدار 3. 
الحل: 


من معادلة خط المستقيم نعلم بأن 7+4 -: بالتعويض عن الميل والجزء المقطوع 
من محور الصادات نحصل المعادلة التالية: 


42+43 دير 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


2- برهن أن المستقيمان اللذان معادلتهما 2-0- ديرك ودر سهد بق نيان 
الحل: 
أ- نوجد ميل المستقيم الأول من المعادلة 2-3 -6: 
2-6-3 ج 3-رر66-2 
3 
حير - 
2 4 
07-3 
ب- نوجد ميل المستقيم الثاني من المعادلة0 - 2-+-«ر+ : 
1 1 
2 +2 - ج 2-0 
1 9 0 
6 +312 عبر 
07-3 


. ,7 - 7 إذا المستقيمان متوازيان . 


3 أوجد معادلة المستقيم الذي يمر من نقطة منتصف المسافة بين النقطتين (3,) 2 (1,5) 
ويكون عموديا على المستقيم المار خلال النقطتين 1 , 2) , (0,0). 
الحل: 


ووعلة :قله «اكتسيقه" المبافة .م - رفكة, للم كاي اليد يرن نا الي 


المطلوب إيجاد معادلته الآن» نوجد ميل المستقيم المطلوب إيجاد معادلته د من أجل ذلك» 
نوجد ميل المستقيم الثاني» وذلك عن طريق إيجاد ميل المستقيم العمودي عليه أولاً: (,:). 
ميل المستقيم العمودي على المستقيم المراد إيجاد معادلته: 


1 - 0-1 ل د ور 


لاحت - ح 7/1 
2 0+2 وعديو 5 
2 - دج 1- - ص77 . 711 


إذا لدينا ميل المستقيم 2 - 7 والنقطة التي يمر بها (4 , 0) وبالتالي: 


( د ية)و ح نرجير 
(0 -يعر)2 -4 دير 


4 +22 دير 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


4- أوجد معادلة المستقيم العمودي على المحور »٠‏ ويقع تحت نقطة تقاطع المستقيمين 
ردير , 4-بر+م ويصنع مثلث مساحته )0( وحدات مربعة مع المستقيمين 
المطلوبين. 


الحل: 





نوجد نقطة تقاطع المستقيين «ر-دء و4-بر+ من أجل ذلك نحل المعادلتين حلا مشتركاً 
فنجد 0-4+د من 2-2 نعوض في إحدى المعادلتين فنجد 7-2 وبالتالي نقطة التقاطع 
222 

أن معادلة المستقيم المطلوب والعمودي على المحور :ر من الشكل 6-نر نحدد الثابت > 
بحيث تكون مساحة المثلث الحاصل تساوى 9 بما أن المثلث يقع تحت النقطة (2,2) فإن 
2 > > .وبما أن المستقيمان بر - د و4 - بر + متعامدان حاصل ضرب ميلهما 
 - 1‏ و1- - ,7# هو 1- - ,72,72 فإن المثلث قائم الزاوية في النقطة (2,2) 
مساحته تساوي حاصل ضرب الضلعين القائمين لدينا (4)2,2و (>,>#-8)4 و 
(> ,2)© وبالتالي: 


8 - 46 ا لم ج 9 - 460 » 7 


8 - -2(2 - ي) +2(2 مغل »292 - م)+2(2 -2لىء 


53 








الفصل الأول الدوال الأساسية 


*ن -:2) 2 23(2-ج) 
8 - :2)04-2(2 
9 -2-2(2) 
منها نوجد قيمة 3--4-2 أو 4-2-3 بذلك قيمة © هي 1--4 أو 0-5 
وبما أن 2> فإن الحل المقبول هو 1--26 إذا المستقيم المطلوب هو 1--بر 


5ك حل التقيليدة وده ونعرة مورطدها الاجانة حك خط الأعداة. 


الحل: 
واضح أن المتباينة تأخذ الشكل التالي 13- >3 و بقسمة الطرفين على 3 نحصل على 


1- 3- : 
03 كيو عانعن ب ١‏ روات رسن طن شل لادان لقان : 


- 3 





وك كل البضائنة توج قو موضها الإحابة على .خط الأعداك: 
الحل: 
0< ظض لتر ج 0< تر اشر 
بما أن 0< 12 عندما 0عدم هذا يؤدي إلى 
0 دعر وز <[1ج م<رير -][1 


إذا فئة الحل هي «(1 , 0) لا (0 , مه) عبر 


ملك ككس 


0 1 


7- أوجد حل المتباينة 00 ل 
1 
الحل: 


نحصل على 17 بضرب المتباينة في 





5-4 





الفصل الأول الدوال الأساسية 
(1[+102-1()1012) > 0ج 1<0- 10012 ج 1>100122 
إنا"المقدراق موحبان معاء أو المقدر ان سان ضعا : 


الاحتمال الأول: أن يكون لدينا 0 < 1012+1 و 0 < 1022-1 هذا يؤدي إلى ددر و د 


الاحتمال الثاني: أن يكون 1012+1>0 و 102-1>0 هذا يؤدي إلى ل > دو > 


8 أرحد حل النقاينة٠‏ () ترح روه أن 

الحل: 

نأخذ المعادلة 6-0 512- دونحللها إلى الشكل 0 - (2()12-3 -21)1؛ وبذلك يكون 
للمعادلة ثلاثة جذور وهي 72-0 أو 0-(2-3) أو0-(8-2) منها 2-0 أو 1-3 
أو 2 دعي 


وبالتالي نكون الجدول: 


00 | بينهما | 3 |بينهما|) 2 بينهما 0 | بينهما 1 م 1 
+ 0 0 0 ع + + (3 -2ر )2 -عر) 
+ 0 0 + 0 - (3 -2 )(2 جعر)عر 
































وبالتالي مجال الحل المقبول هو (©,6) لا(0,2) © 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


















































0 1+ 
9- أوجد حل المتباينة 2-1 + كر 
حك + 
الحل: 
المتباينة السابقة تصبح على الشكل التالي :1>0لن1- مر كلك 
حم 
فوم 1 دياع #يو عوجر عد #يو ابد 3ع ات 1 لاير بذلك 5 
منها نحصل على: ا ل لاا نحصل 
على 0 234 كد وبالتالي يكون 0 > 3-20 >مزيا نكون الجدول: 
مه | بينهما | 3/. | بينهما | 1 | بينهما | 0 | بينهما | 7/3.- | بينهما | مه - 1 
5 0 + || + |[+| + 0 3 ضر - 3 
+ + + | 0] د إد | د - - 2-1 
- 0 + + + |[0]| - 0 + ( مد قار 
ع |00 <١‏ ن: 1لا )| عبن 0 9 90 
12-1 
بذلك فئة الحل هي: (©, 3/)لا (0,1)لا [3/-,م-) 6 
0ه أوحذ حك المفايفة و 0ت 
31-5 
الحل: المتباينة تأخذ الشكل التالى 0 للحت د يتاك تحصن 
: 1 
على: مد لع وهذا يؤدي إلى 0 ونكون الجدول التالي: 
5 
00 بينهما 3 بينهما 5 بينهما م 36 
0 0 9 8 1 1-3 
2 2 1 0 : -32 
4 0 : 11 + 0 
31-5 





























لى | دن 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


7-21 


1- أوجد حل المتباينة 4 > >3-, 





الحل: بضرب طرفي المتباينة في 3» فنحصل على 9>7-2>12-» نضيف المقدار7- 
إلى طرفي المتباينة» نحصل على 22>5->16- بقسمة المتباينة على 2- 


تعصل علن 2< <8: وهكذا يكو مسال الح هو مد : 


2- أوجد حل المتباينة 20 >4 ج+يرك + شر > 11 . 


الحل: 0 > 4 جير6 + نير 7 4 ديرم + ثر > 11 
0 > 16-ير6 + نير 1 6-7 + ثر > 0 
0 > (8 +ير)(2 -ير) 1 (7()22-1+ير) > 0 


بذلك يكون الحل على الشكل التالي: (8,2-) جمد و كذلك (1,6) لا(7-,م) ع 
والحل العام للمتباينة هو تقاطع فئات الحلول كالتالي: )1,0([0١)-8,2(‏ لا (7-,)] 6د 
بذلك يكون الحل: )١)-8,2([‏ (1,0)] لا[(8,2-)١)‏ (7-,))] عد 

منها نحصل على: (1,2) لا (7-,8-) © 


3 أوجد حل المتباينة 0 < 4 +ير9 + 212 . 

الحل: 

نحل المعادلة التالية: 0 - (2+4) (1++2) بذلك يكون حل المعادلة على الشكل التالي: 
-22+1) أو 4-0 +ع) 


فكيا تعضل على دير أو كر يذلك, تكون_الجدول القالي: 


0 | بينهما | -- بينهما 4- | بينهما | مه 1 
+ 0 : 0 + (4 +ع)(22-1) 


-1 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 
4- أوجد حل المتباينة 1-ير6- شر2 > 6-ير2 - شر3. 

الحل: 
بنقل الطرف الثاني للطرف الأول على المتباينة 0 > 5-+2+4 منها نحصل على 
المعادلة 0 - 4-5 + 22 بذلك يكون لدينا0 - (5()2-1++) منها نكون الجدول التالي: 


| بينهما | 1 | بينهما | 5- |بينهما |1 م 1 
(2-1 )(5 +در) 














+ 0 0 0 + 
وفئة الحل هي (1, 5 )عر 

















3- أرهة حل المقداينة (اسااسيوة قور موطيها الذل على خبل الأهذاذ. : 


الحل: 
واضح أن حل المتباينة 0 > 2-+5+ 312 تأخذ الشكل التالي: 0 > (2 ++)(1-+3) منها 
































نكون الجدول التالي: 
0 | بينهما | لت | بينهما | 2- | بينهما | م 1 
+ 0 ِ- 0 + (2 + )!1 -32) 
إذا فئة الحل هي ,)عم 
1 2 
3 
6- أوجد حل المتباينة 7 فالت] 
| |-آ 
الحل: 
0000 ا 04 220 ١‏ : 
حسب نظرية القيمة المطلقة نعلم بآن: !-| | ومنها يكون لدينا 
0 >عد ع 
لمهت 1 
-1 هي < ١11‏ - بذلك يكون لدينا احتمالين: 
مد ور اط | *|-1 
عر+1 
الاحتمال الأول. 


فى خالة ها تآخذ المفذار. جع كيه 0< 5 ومنه نكون الجدول التالى: 
: 0 : 
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الفصل الأول 


00 





إذا فئة الحل هي: ( 1, 0] © 1 





الاحتمال الثاني: 


في حالة ما نأخذ المقدار 2>0 يكون0 


0 





إذا فئة الحل هي: (1-,6 -) 26 


7- أوجد حل المتباينة 8-7|>5| موضحاً الإجابة على خط الأعداد. 


الحل: 





+ 








11 


11 








عر+1 


1-0 منه نكون الجدول التالى: 
ل ٍِ 


38 


38 








00 ب 








الدوال الأساسية 


من نظرية سابقة نجد 5> 2-7 > 5-ج 7/>5-+2| منها نحصل على 2>12 >2 منها تكون 
فئة الحل هي [ 2,12] © :د 


12 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


8- أوجد حل المتباينة 6 - |4 -ة|. 

الحل: 

واضح أن المقدار 6-/|4-+| يتكون من 2-4-6 أو6- - 4-م منها نحصل على 
2- -2 أو 2-10 بذلك تكون مجموعة الحل هي[ 2,10 -) © 2 


9- حل المتباينة 2 < |4 +322|. 
الحل: 


واضح أن المقدار 2 <|32+4]| يتكون من 2 < 4 +312 أو 2-> 3+4 منها نحصل على 





5 : 2ت 
2- <31 أو 6- >:31 بذلك تكون قيمة المتغير أما 2->تر ارح حا مديامكذة 


الحل هي زه لا(2-,مه © 3 5 


0- حل المتباينة 5 <|42-4| موضحاً الإجابة على خط الأعداد. 
الحل 

واضح أن المقدار 5< 42-4| يتكون من 5 < 72-4 أو 5- >22-4 منها نحصل 
على 722<9 أو 1->1+2 ولكن1->22. مستحيلة إذا مجال حلها هو 6 بقي 
المقدار 9 < 7 وبالتالي تكون قيمة المتغير + أما 3<+ أو3->2. منها فتئة الحل 
هي (3,56] لا[3-,م -) ء بر 


و6 3 3- موه - 


1- حل المتباينة 
الحل: 

بتربيع الطرفين وحيث أنهما موجبان نحصل على *(2+1) > 31-2(7) منها يكون لدينا 
4+1 + تير4 > 4 +2 9122-12 بذلك نحصل على 





2+1 2| > |2 -ئدة|. 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


0 > (52-1()2-3) ج 0 > 162+3- 52 ومنها نكون الجدول التالي: 


060 | بيتهما 3 بينهما ِ بينهما | 060 2 
ٍ 5 1 0 2 52-1 
+ 0 د د د 3- ير 
4 0 - 0 + (51-1()2-3) 


























إذا فئة الحل هي زد 3 5 


2- حل المتباينة 
الحل: 
بتربيع الطرفين نحصل على *(314-1)- 1-5(7) منها يكون لدينا: 2+1د6- ترو-5 02-2 1- مر 
بذلك نحصل على 0-(3()2+2-::2)ج-24-0-:4+ 812 نكون الجدول التالي: 
و بينهما | د إبينهما |1 2_ إبينهما |م_ 480 
+ 0 ِ- 0 + (2 +2 )(3 -22) 


بذك تعر قن الخلا هي ٠.١‏ رواب عه 
2 





32-1 -|5-هه. 


























3- حل المتباينة 2+2 > 1+ 2|. 

الحل: 

يكون لهذه المتباينة حل إذا كان 2+ غير سالبء أي إذا كان 2- <2 وعندها يكون 
2 <يرو *(2+2 )> :(22+1) بذلك يكون لدينا ‏ 2-<مر و4 +ير4+ شر > 1جير4+ ترب4 
منها نحصل على 0 > 3- 317 بذلك نجد 2- < و1> 12 هذا يؤدي إلى 2-<2 ,1>كمد>1- 
بذلك تكون فئة الحل هي: [1,1-] -[1,1-](2,6(0-) 6د . 


4- أوجد حل المتباينة 1- <1+مد| +212 . 
الحل: حسب نظرية القيمة المطلقة نعلم بأن 


0 عد 1 


0 >عد - 


| - اهما بذلك يكون لدينا احتمالين: 


!-| + | ومنها كن 


0< 1جعير ‏ د اي 1لر 
1>0جعير تست [1سير- 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 
الاحتمال الأول.. 

في حالة ما نأخذ المقدار 1-<م . 2-<<+ة :أي أن 1-<دم , 1-<]1عسية 

إذا فئة الحل تتكون من [هشد]-(سد) مزه شداءء 

الاحتمال الثاني: 
ما المقدار 1->ر ., 1-<2-1-2# منها نحصل على : 


1->م .و دوعي أو 1->+ , 0 < دوهي مجموعة خالية 


وبالتالي تبقي مجموعة الاحتمال الأول [مشداءء وهي الحل العام للمتباينة. 


5- أوجد حل المتباينة 1> 





كا 


الحل: 
من خواص القيمة المطلقة 1> >15- وبضرب اللمعادلة في 2 نحصل 





على 2>+2>7-3- وبإضافة العدد7- إلى طرفي المعادلة 5->32- > 9- منها نحصل 


على 7 + قاع 3 3 ذا مجموعة الحل. هي: ل3. جاعم 


6 0 5/3 3 0 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


عطا 01 ذاء6مطعمط :1ه 5امعممعاء عطا 0ع211ء داعء[ط0 01 جمناعع11مه لعمقعل-1اء7 2 15 أع 5‏ - 
.ع5 
'ا0 0651522160 ع3 دالعططعاء لعطنه 5تاعنناع1 [دغ1امدء (6 0م ممع ع6 2119ناكنا 111لا كاعد 
عققه - ه1011 
0 4 05 أتعطيعاء مله 15 2 أقطا مدعمط 0غ ك4 > 2 5م6ةامم لواععم5 عطا عدن عت 
. كل 10 1052855ء5 2 
01 اتلاعماعاء لإ1ع28 11 , ات 4 59906015 10 , ل أعد 2 01 أعوطدند 2 لع1لدء 15 4 اعد ىر 
. 8 0 تا ططاعممط هج 3150 15 4 
. © 5(7 0ع201ع06 15 320 اعد 7اأممطء عط 0ع11دء 15 أمعططعاء نإمه النامط51 أعد عط 1" 
:1 20]60ع0 م لمة ك4 ذ5اء5 01 متطنا عط ل" 

(معع عم م ءع: :2ا! - ناك 
. ل عن 4 هاعد عط أه عمه أكوع1 غه مغ عدماعط طاعتطن" 5امعميعاء 211 06 غأءد عط 15 غ1 
:لاط لع أممعل , 2 لمة 4 كاعد أه ممتاععو عام ع1 


8 رم 4م 1 6 - 8 لام 
. 8 لله 4 لاه مآ تامتتصامك كا معططعاء عومطا 01 اعد عطا 15 
1 ع1 
8 د 7110ل عع :ما - م - لم 
مصذتامم عتهة طاعنتطر 4 ]0 5امعممعاء 211 ه هد عطا 15 
وذ كقطا 2 لقة © صعة اغط وتعطتصياه لمع 2ه اعد عطا 5ز[ 8 ,]| تدعام لعومكك ع1 


(6 > + > ه : مع جا -[8 ,م] 


)4.5( 


أقطا 2 لله © طاععتتتاعط ذاءطمطتتتط لوع1 01 اعد عطا 15 )| 261121 لاعمه ع1" 


:15 
(5 > 2 > ه 5 مع ما -(8,م) 

555 ألوع 01 أء5 عطا 15 )2 4م لةا1عاض1 ( لع5مكء كلقط 1ه ) معمه كلقط عطل' 

:15 36 , © 61ط0قتتتط عطلا 108ل نااعمآ , 2 ممه © عع اع 


(م > + > ه 5 معجا درم ,م] 


[2 > م >4 , عع -[8 ,4) :111 176 1010 عنةد مآ 
ماعط ,آلا ا ل0ع]20ع0 01112115 01 اعد :ولع طلطتاط لدنتتكدلل 
0 و 5, 11,234 - 7ق 
:1216861 70051176 عطا 150 0ع211ء 15 له 
عع ط7, 7 53 20160ع0 15 :اع تقبط متععوع ام[ 
ل ل 75 1,72,3,74+,40 دج 
ع1عط7؟, 7 6 0م201مع0 15 :اع طالطتاط مهمه 0ه ]1 








آذ ات يسبب 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


|20 7 ع 5ه 0-4 


120001 لعالدء 15 تعطقنا 12105021 غ201 15 غهط) تتءطططتاه تزمخ :ذ5ا1ء6صططتتاط 12210021 - 
11110 

111210031 320 1360231 عغطا 5ع0اآعمآ أغقطا أع5 عطا 15 , خآ لإ6 0م1ممع0 :15ءططتتام لوع]1 - 
1111١‏ 


:15 (وضرص) تك تإط لعاممعل (رز جوة) وض له ( 1 درة) ,2 كأصلمم 00 عع لاعط عع هاداد[ 
“(وز - ,بز) + “(يتد - زد)لء - (وصرم)ك 


حل كيد :11 عط 01 21105نالنء لله 15 7211315 10 11 01126101ع 110631 ر 


0 11263 2 01 قاع عطا طاعتط؟ )2 كأاطامم عط1' .ع2 طامط )00 معد 8 مدخ عترعط 11 
طموئع عغطا طعتطن8ا غ2 ككاصامم عطا 15 أمعع1عاما-ء عط1' .مامعع1عامآ 0م2211 عكهة دععنة عغطا وءووم01 
زكلكتة-/آ عطا 0555© امومع عغطا طعتطن8 غ2 كأاطامم عغطا 15 أمعع1عاما-نز عط]!' زقاعنة- عطا وء55م01 

و1126 2 01 5أمععل1ء121 عطا تلط 101 ومرعاد 
.عطتا عطا 04 أرععتعامت عطا وعمتصسعاعل عتط] . 3 م2 ع تاهو لمح 0 - نز عع[ :1 معاد 
ذ .عمنا عطا 1ه أمرعءءتعامتء: عطا وعمتسسعأاعل عنتط] . 2 10 ع تتامو لصح 0 ->-2 عع[ :2 عات 
- 4 عطا وز(ه 9 عط , © - 2 ه10 عطا 01 26102 نالك حله :55 معتكاع 15 عصنا لدع1امء؟ 
مع 1111 
:110 2 01 عم10د 
ممه عط 4ه مد عمما عط , وا 2د :1 6][ .ماصلوم أعستاكتل ونوا ع6 (وثز ,د)ب وج (2):201 6ر1 
:10111 عطا ن(6 لعمقعل 15 00 لمنه 2 عمتسصتةاممء رآ عصنا لدعنامء؟ 
ٍ 000 : احتوال 
165762 7115 :3 01 عم510 عطا لطنة عصطلا 21ع160ع7 2 15 نآ , وه > د 11 ره * لهك , 00 -11 
2-1 
1 ذا 
ما أع 6م125 7116 ( 01 عع مقطء 01 عله]1 تدانئيك 70 -71.* م10 
:1122 2 01 1120ل نه 01 جنتام1 عمم1د-أسمامط 
:15 (07:) أطوم عطا مستماممء أقطا حص عمه51 طغذ عمنا 200-٠121‏ 2 01 ممتكدناوء حك 
فد )70 ح سير 
:]1 2011202121 2 01 801126102 
-ل عط 15 4 0( 71 ,انز 10112 عط 01 2602نالء مه '(6 معلاع 15 عملا 7011200121 نر 
عع 1111 
:112 601121101 له 01 م1 أمرععاع ]م[ -عم510 
7+6 در ووز (0,2) أمع 7-1211( 320 حط عم510 7115 رآ عمنا 2 01 6102جناوء مخ 
0 هه1) م15 القطد 117 . 2 > > 320 ذل طتتتاط لوع:1 550 عنتة 5 320 2 اع[ - 
1 عط1'. ١‏ كطة 2 عع تتاعط نتءططتتاط هج 15 32 أقطا متعم ما 7 > عد > و 


, 51110112117. 4 > 5 مه 2د > > 5أمعلة7تناوء مذ 80 عطا ما أمعله كتتحوء 15 6 > ند > 4ه 


604 








الفصل الأول الدوال الأساسية 


همد 2 > > كأدعلهلاتناوء ص م00 عطا ما أمعلهاتناوء 15 2 > 2ه > 4 ورمنووع مع عط 


لعستاعل عمد , 2 > ند > © امه 2 >2 > © ,وعكتلتطزوومم 00 عمتستهمة: ع1 . 2 ع ند 
11111 


-20]6ع0 [1دكتعام1 لع105ك لل :2 >2 3115 نتءمتتاط لدع 0570 الاعوع1مع1 ١‏ 320 2 أعآ 
7 > ند > © لاعتطبى رمع > وتعطسصتبه لوءء اله كه كامتقصمى , [6 4 6 


01 م وتات لوع: آله 01 كأن1كتامك, )6 ©0 17 0ع201ع0, لة 1011 عه مث 
7 > نز > © طعتطى . 


لدع 211 01 2025156125 , [6 ©0 :21 12117315 , 1050 2311 01, معمه -11[هط ع1" 
لدع 211 01 2515]125م6 )6 4 لمه, 2 > ند > © طعتطى 11 2 كلع سصتتام 
7 > ند > © طعتط8 201 2 كلع طصطتام. 


عد كد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد مد 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


تمارين على الفصل الأول 


1: في التمارين(8-1) اذكر خواص الفترات» وحدد أين توجد في المستوى الكارتيزي, 
حددها على خط الأعداد: كي 


1 1 17 
1 5-] 1(:421ظكى قت) . بي 35 (صدرت)ر و لون رم 
[2 , 3-] (1-, 8 2 ( 3 ( 
1 1 1 3 6 
00 0 يا 0 7 ملم 0 ل وك 


في التمارين من 12-9 أوجد المسافة بين النقطتين وأكتب معادلة المستقيم المار بهما. 
79 حي4ه) . لدوم 
0 0) , 5 : ّ 
اك )د بن 8ت 
2 - ,0) , (10,13). 
3: أثبت باستخدام جدول الانتماء العلاقات التالية:» 
0١ )8106©(‏ ناللم) - © لا 28 ١)ل)‏ هه 
(ك لا8) - 8 نلالق) «(م2 
4 - لم ١)ك4)‏ 2 
( ١)ل)‏ - و -لم) 4# 
©6لاك4) ١‏ 8 نال) - ©8)(6) ناك © 
4: أوجد أطوال أضلاع المثلث الذي إحداثيات رؤوسه» 
(6, 07 ,ى (4 .3ك . (0.2/. 
5 أوجد كل قيم »:. بحيث تكون المسافة بين ©,4) , «,) مساوية م > 10 وحدات. 
6: أوجد معادلة المستقيم المار بالنقطة (3 , 2-): ويكون عموديا على المحور «. 
7: أوجد معادلة المستقيم الأفقي الذي يمر بالنقطة (1, 2). 
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الفصل الأول الدوال الأساسية 


8 أوجد معادلة المستقيم العمودي على المستقيم الذي يمر خلال النقطتين 
(1 2-) , (0 , 0)» ويمر خلال منتصف النقطة الواصلة بين النقطتين (3 ,1) , (1,5-). 

9: إذا كانت المسافة بين النقطة (2- , 7)5 و النقطة (1,1) رم هي 5 وحدات أوجد هذه 
النقطة. 

0 اثبت أن المثلث ©4886 حيث (3, 6-2 , (4 , 5) , (0 , 4)1 مثلث قائم الزاوية. 

1: أوجد مجموعة الحل للمتباينات الآتية» ومثل ذلك بيانياً على خط الأعداد الحقيقي: 


21 
12+55 


د6 - ثر2 > 6-ير2 - ثر3 فر 0< 9-(2+5-)3 <6 (ه 2 +ع > 2-3( 


2) 





7 +دير4 > ة-ر7 ه68 4(<0 -2ا)رة3 + 2) رهض 0> 


0<-(5+ه)6<3 2 |2جه| > |22-3| 2 2-2728 م 


0<و9-(ك+ممة <6 م |2 دكا <م-4 ر و اليد 





4) 








77(-1> 





1 5 
2220م اجمروا <م-4م 3-76 
21-7 4 


2: حل المتباينات والمعادلات التالية:» 
32-2 2ه 22-7-3| 2 22+1>2| © 
6 < دك شم| 4 0< اجعم|- لما 2 إ4-م - |3 جم2| مر 


21-5 >48 
6 





م 1+م2- 3 جم (/ 2جم + شر < 4 +دة| 2 








عد عاد عاد عاد عاد عد كاد عد عاد 6د عد كد عاد عاد عد 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


العلافات والدوال 111116110115 2110 612110115]آ1 


تعريف الضرب (الجداء) الكارتيزي (الديكارتي) ]0100100 0315130 

لنفرض أن 4١4‏ مجموعتان » تسمى المجموعة غير الخالية التي تتكون من الأزواج 
المرتبة «ر,#ع)حيث ع:«ر, 4+ بالضرب الكارتيزي (الديكارتي) للمجموعتين/  ,‏ 
ويكتب 7 »« لربحيث [ عبر , 4 ع2 : (تررد) 2-1 «الم . 


تعريف العلاقة الثنائية: 


لتكن 8 ,4 مجموعتين غير خاليتين» نسمي علاقة / من 4 إلى أي مجموعة 
جزئية من8 1 وتكتب 4/60 أو / ء (4,5) وتقرأه مرتبطة بالعلاقة / مع 7 . 








1-النطاق: ستمددده]1 
لتكن 4 ,8 مجموعتين غير خاليتين عندها نعرف نطاق العلاقة م من 4 إلى على 
أنه مجموعة جميع الإحداثيات الأولى من الثنائيات المرتبة حيث: 
(8 »ع («رجد) : م ء عدا - (م )مم12 ب 4م )7007 
2-المدى: ععودد1آ1 
لتكن 4 , 8 مجموعتين غير خاليتين عندها نعرف مدى العلاقة م من 4 إلى على 
أنه مجموعة جميع العناصر الثانية من الثنائيات المرتبة حيث : 


78 ع (مركد) :برك بر - /)ءع 7م  ,‏ للى )1271 


تعريف العلاقة العكسية: :1*»12161011 1113:61:56 
لتكن 7 , 4 مجموعتين غير خاليتين وإذا كانت / علاقة من 4 إلى » فإن 
معكوس العلاقة 6 هي علاقة ' #رمن ره إلى ل »ء حيث إن 7م إذا وفقط إذا 


700 أي أن: («رنت) : رزاع 1م 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 
مثال : 
إذا كانت[4-12,4,6,810 و( #,س, !7-1 فأوجد“«ا/رو “ال »ونطاق ومدى 
العلاقة 8 1 : 
الحل : 
٠‏ 6,7129) , /,6) , (70ب4) , (4.77) , 16 4) , (2,70) , (2,717) , /,2) 
| (10,7) , 0,72 1) , 0,6 1) , 7 8,/6©.)68,772.,)8),م,6) ا 
,(77,4) ,(771,2) , (26,10) , (8 ,2) , (6, 2) , (4, ©2) , (2 ,2) 
| (70,10) ,(72,8) ,(72,6) ,(72,4) ,(722,2) ,(77,10) 0 
نطاق العلاقة »ال هو[ 8,10 ,6 , 2,4 2-1/ 


-8 »ار 


- لم »ار 


مدى العلاقة 8 »ا هوا 0 1 أ ع و11 
مثال : 
إذا كانت | (0,1(,)3,1(,)4,2(,)7,3(,)7,5)! -/ فأوجد 7 ونطاقها ومدها: 
الحل : [ (5,7) ,(3,7) ,(2,4) ,(1,3) ,(0,0) - 1 
نطاق العلاقة + هو[ 2-11,2,3,5/ 
مدى العلاقة 1 هو [ 0,3,4,7 ! -7792/ 


لنفرض أن م علاقة على 4 عندها نقول عن هذه العلاقة: 
1- متعاكسة إذا وفقط إذا كان 2م لكل عنصر مء ©2. 
2- متماثلة إذا وفقط إذا كان 4/787 يؤدي إلى 4م . 
3- ناقلة إذا وفقط إذا كان 6/5 و5872 يؤدي إلى 2/ه. 
4- متكافئة عندما وفقط عندما تكون 7 علاقة متعاكسة ومتماثلة وناقلة. 








مثال : 

1- نفرض أن7 -4 هي مجموعة الأعداد الحقيقية فإن : 
2- (>) علاقة ناقلة ولكنها ليست متعاكسة أو متماثلة . 
3- (<) علاقة ناقلة ومتعاكسة ولكنها ليست متماثلة . 
)-١ -4‏ علاقة متكافثة . 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الدالة: لمتأع انع 
لتكن 2 ,1 مجموعتين غير خاليتين نعرف الدالة كر على أنها علاقة من المجموعة 

إلى المجموعة 7 بحيث يشير كل عنصر 2 2 إلى واحد وواحد فقط من عناصر ل 

يدعى صورة العنصر 4 ويرمز له بالرمز 3)/رء هكذا نجد أنه يجب أن يتوفر في العلاقة 

الدالية الشرطان الآتيان: 

1- يجب أن يشمل نطاق العلاقة جميع عناصر 7 . 

2- عدم ظهور أي عنصر من عناصر 2 أكثر من مرة واحدة كمركبة أولى في جميع 
الأزواج المرتبة التي تنتمي إلي العلاقة» أي أن لكل عنصر من + صورة واحدة 
)كر في 1. 

الدالة «مناعصن1 
إذا كانت 7,ر مجموعتين غير خاليتين فإن الدالة 7 ج كر : “ر هي علاقة تحدد لكل 

عتصر ‏ ع #عتضير| واحدا وواحدا فقط +ع بز يحيث. : زداكر دز يرمق لنطاق الدالة 

تد)/ر بالرمز ,2 ومداها بالرمز رك . 

تمثيل الدالة: 
تمكرل: الدالة يخططيا على الشكل: 











14 


مثال : إذا كانت 1 7-11,2,4,6,9 , [2-11,2,3 أوجد : 
ةدر : (لزينة) 751 
[ تددر : (ره)! - يم 

[ 2+2 دير : (مركد) ) - ير 


ووضح فيما إذا كانت ,/ , ,# , 6 علاقات دالية أم لا. 
3330111 1ة1:1:ا1لللررشش م ئ ب ور فقف(ضض11١4....1‏ 4 0 ”,5:53 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الحل : 
(2,9) , (2,6) , (2,4) ,(2,2) , (2,1) , (1,9) , (1,6) , (1,4) , (1,2) , (0,1 ! - ل عايز 
( (3,6(,)3,9) ,(3,4), (3,1(,)3,2) 
((7-101,2(,)2,4(,)3,6/ 
( (3,9) , (2,4), (0,1) 1ح رم 
( 2160 زفي ادير 
(2,4,6 1- لم - )عومد , [11,2,3- 28ح )برو .٠‏ 
(11,4,9- ,8م - )عمط , [11,2,3-ي28 
(4,6 1 - ,8م - اعمط , | 8112م 
واضح أن ,/ , 6 علاقتان داليتان» بينما, ليست علاقة دالية . 


| 2< --4-------]--- 1 
| 4ج --4-------1--- 2 
العلاقة / دالة ددا ال 2 
26 14 
ا ال 
2 0 
4ح-ل-1------------2 
العلاقة ي/ دالة | + 824 22م . - - د 
و ٠١‏ إ' 
6 14 
السيدديتا 1 
موسي لس 2 
العلاقة / / ليق الل ل 3 
: : 
ليست دالة 
26 14 








الفصل الثاني العلاقات والدوال 


ملاحظة: 
يسمى المتغير كلل 2 بالمتغير المستقل (©7221261 غ5ء06مءم1206) وهو متغير النطاق 
حيث: + [ 7# ء نمي .. ا + ) - ,2 (نطاق الدالة) ويسمى المتغير 7 © 77 بالمتغير التابع 
" عاطمتة؟ ؛أمعلمعمعءل0" وهو متغير المدى حيث إن 7[ (د)ثر دير : اعم ) درم 
(مدى الدالة)» وباعتبار أن الدوال المعرفة التي سيتم دراستها يكون نطاقها ومداها مجموعات 
جزئية من 7/ » لذلك تسمى هذه الدوال بالدوال الحقيقية. 
مثال : 
أوجد النطاق والمدى ثم ارسم منحنى الدالة 5+مد3 - (د)كر -بر حيث ‏ ج10 ٠‏ ر. 
الحل : 
واضح أنه لكل 7#ع:د يكون //ء 3+5 وبالتالي 
يكون 0--)-/- ,1 , (.مه)-م1 - ,2 
ولرسم الدالة 3+5 -:ر نفرض قيمتين للمتغير :2 
وتحدد قيمتا 7 المقابلتين ونمثلها على المستوى 
الإحدائي كما هو مبين بالشكل المجاور: 





ملاحظة: 
بشكل عام منحنى الدالة : 2+7زم - (د)/ر - برهو خط مستقيم في المستوى ميله 0: 
7-4 , جه دز و أن 5-2 , 2,77 


مثال: 
أوجد النطاق والمدى وارسم المنحنى للدالة دح (د)كر-:ر حيث ‏ جع[ ٠‏ ر. 
الحل : 
0,9]- 7 , 0وه-)// -.2/ ومنحنى الدالة هو قطع مكافئ محوره التمائلي هو 
محور الصادات. 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 








مثال : 
أوجد النطاق والمدى وارسم المنحنى للدالة تدا - ()ر -بر حيث ‏ //جث// ٠‏ /ر. 
الحل : 
(©,0]-[ 0< :مععم !-[مء ضار : عمد ] - ,22 
(,0] زع ررم ,ماد تر : وريه ادم 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 
مثال: 
أوجد النطاق والمدى وارسم المنحنى للدالة مد بر حيث ‏ ©// جم . “ر. 
الحل : 
(,م-) - [ عتر : لع !-,2 


0م ) -إء بعد , دح شمر : (رره) ] - ,4 








مثال : 
أوجد النطاق والمدى وارسم المنحنى للدالة 22+1 - 2د بر حيث ‏ “/.جلل/ ٠‏ ر. 
الحل : 
نلاحظ أن “(1-*) -:ر وبالتالي فهي غير سالبة أي أن 0 <:راء 
(ه,مه) - [ عبر : ع أ!- ,2 
(00] ةنرم 1 “)دير : (ره) حر 5 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 








مثال : 

أرسم المنحنى للدالة 4-ير+ 2ر2 شر دير مع المستقيم 2 +4 -:ر حيث 
جز[ ١‏ كل. 

الحل : 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


العمليات الجبرية على الدوال 0760015ل؟ 01 006131015 410601312 
إذا كانت ع» # دالتين فإن : 

)ع < ضثر - ور)زم ير) لكل (,2١ا,رطءع‏ 2) . 
ض)م »اضر - ض)(م “«ثر) لكل (,82[] ,2ع 2) . 


سك وك لكل (, ارطع 2) بشرط 0 عد تدمع . 
(د)ى 58 


كال 
إذا كانت 1++3 - ض)م , 4-2 - (د)كرفأوجد: 4 دقل ل وير 
الحل : 
3+1+ تد-4ل. - ض)(م +ير) لكل * في النطاق المشترك للداليتين نوجد . 
- 2 , 2,2-]-2 منها يكون النطاق المشترك هو [2,2-] - ,2,01/2/ 
1-برة3- شر - ١/4‏ - د)(م -ير) لكل في النطاق المشترك للدالتين. 


(اجوق)| تر - هلا - ()(م “اير) لكل 5 في النطاق المشترك للدالتين. 
1 - | 


| بحيث 0 3+1 الما ا صو لكين فق الات النقدا كك 
21 8 3 3 5 


للدالتين وهو |+-/-[2,2-]- ان 


إذا كانت رج 2 :كر ,2 ج :يم فإن الدالة المركبة ( غ]زومممطه© 
0 هي 2 جح كر : “رهم . (تت)ررام - زرا مى) لكل 7 ع حيث 
0 ,12,180 و 2,2,1 
حيث #نطاق الدالة الحاصلة (تداكر)م : 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


بشكل مشابه نعرف الدالة التركيبية م4 6/ر على الشكل التالي: 
إذا كانت كر و دالتين عندها الدالة المركبة مر تعرف على الشكل : 
(تد)ع ار - جد)( ع 70) 
حيث © ,82,17 و 1,]112< ,822 
حيث / هو نطاق الدالة المركبة ((8)30)/ر. 


مثال : 
أوجد عرمم , مي إذا كانت دح )م , 1+ - قداكر. 
الحل : 
لدينا 8 ,2 درم 
7 ,2 (0,6] - ,م 


منها م «:(0,6] - ,08 ,2 بذلك نحصل على 

1+ قد - (وشد)ر - (قد)ع)ثر - قد)(ومر) 

-1/2] ,2 -ح ,.,2 وكذلك نجد ©د(»,0] )١8,-‏ ,7 بذلك نحصل على: 
1+ *(1جبر) - (اجمد)م - (ض)كر)م - د)(/ معو ) 

منها يكون لدينا 12,]112-7 ,82 و(6,] رب 


مثال : 
أوجد ع“رمم , مر إذا كانت 16- 2د - )وم , عداء - ضار . 
الحل : 
(-.0 - ب (.0] - ,2 
(,16-] - ب : 7 ,2 


منها نحصل على 12-16/: - (16- شار - (تداع )مر - قد)(ومر) 
(©,4]لاإهره-) -2/ 

(»,4] لاإفرمه-) )١2-‏ ,2 د ,2 

بذلك يكون لدينا ‏ 16خمد - (تدل)م - (ض)كر)م - ضد)(/رمى) 

وأيضا لدينا / -2/ منها نحصل على (0,6]-722,]142 -م.,2/ 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 
بعض أنواع الدوال 2105لا 01 1/065 501076 


الدوال كثيرة الحدود 20005 الآ |001[/0113 


إذا كان (”د)ره + لل (شير) © + و4 - خدامر 
حينك 2 : ...40,4 هي أعداد حقيقية و 0ع ,4 فإن الدالة د)م تسمى دالة كثيرة 


الحدود من الدرجة 7 . 


أمثلة: 
5- قام ج 0 عر 
22-1 - هام ج 1-عر 
مر دير4 - ؤر)م ج 3< رر وهكذا 


نطاق الدوال كثيرة الحدود هي// ومداها مجموعة جزئية من / . 
- حالات خاصة : 
1. الدالة الذاتية " المحايدة " ( صمتاعصس) جكنامء13 ) 
هي دالة كثيرة حدود من الدرجة الأولى ومعامل 4. يساوي الواحد »وهي على الشكل 
التالي: عد - تداك 


2. الدالة الثابتة ( صممتاعصد؟ )سماحصى ) 
هي الدالة التي لا تحتوي على أي متغيرات ار 
الدوال القياسية أو الكسرية: ( كدهمغعصدة لهدمندع ) 
إذا كانت )م , )ب كثيرتي حدود فإن الدالة القياسية تكون على الشكل التالي: 


"5 2 .. 


الذالةغز “تسم دالة فبآشية (كسرية) 

نطاق الدالة القياسية هو جميع الأعداد الحقيقية ماعدا القيمة التي تجعل المقام يساوي 
صفراً بذلك يكون نطاق الدالة هو ([2-0)ن : 77-177 -,2 
فمثلا : 


١‏ 2 دير 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


(11-)-م -[ 1-0-شر : #لععم |-6/ در« 
(,1)لا(1,1-)لا(1-رمه) - 
دالة الجذر التربيعي: «مناعصد؟ 0046 عتتدنددن5 
تعرف دالة الجذر التربيعي بأنها دالة من الشكل 2)م/.- )كرحيث )م كثيرة حدود من 
الدرجة # يحدد نطاق الدالة الجذرية على الشكل : 
(ه,0] عر , [0 < )ع : حمر - ,1/0 


مثال: 
حدد نطاق الدالتين التاليتين : 
1- د - 6 ال - ضار 
5 2جيرة + شرأ. - ضار 
الحل: 


- نطاق الدالة د-16/ - ضكر هو[(0< تمد-16 : جاد2 منها يكون 
لدينا 4 > ,ر > 4- ج 16 > شر ج 0 < 2 - 16 <١‏ من العلاقة السابقة - يكون 
النطاق [4,4 -] - ,2 كما في الشكل التالي: 








- أما نطاق الدالة 2 ++3 + 2برلء - (م)كر منها يكون لدينا 
(32+2<0+ مر : ا - ر 
2 دير , 1-حيرج-32+2-0+ 2 منها نكون الجدول التالي: 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 





00 | بينهما 1- بينهما 2- بينهما م - 1 
+ 0 - 0 + 2 +3 بد دعر 


ونطاق الدالة هو (,1-]لا[2-,»-) -,م 























دالة القيمة المطلقة: «هناعصد؟ عسله؟ عأساووطم 
تعرف دالة القيمة المطلقة /3] على الشكل التالي: 
2-0 ره 2ن 
5-2 حرو يم 
7 7 8 1 د 
بشكل عام فإن ٠:‏ -,2 اء (0,6] 2,/ 














مثال: 
أوجد نطاق ومدى الدالة 23+11 - (3)/. مع رسم الدالة. 
الحل: 
الدالة |22+1| - (ت)/. تأخذ الشكل: 
0 5 1 +214 
: -|1+عد 2 - ضار 
سس > ل و 22-1 - 


نطاقها هو م - ,2 و (م,0] - ,م جد 1<0+ند2|- وبر 
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العلاقات والدوال 








الفصل الثاني 
مثال: 
حدد نطاق ومدى الدالة ٠‏ +1 000)/ . 
الحل: 
الدالة 1 - ور تأخذ الشكل: 
56 
0 1 ير 
< له او 0 
> | ور 
ات 1 - 38 
0 >عد اع قي 


نطاقها هو 7 -,2/ ومداها هو: 


52 











الفصل الثاني العلاقات والدوال 








الدوال الجبرية 15 4151231 
إذا نتجت الدالة (د)/ر من تركيبة جبرية من العمليات (الجمع - الطرح - الضرب - 
القسمة الجذور) لكثيرات الحدودء فإن الدالة (د)#رتسمى دالة جبرية . 


فمثلا : 
الدوال التالية جميعها دوال جبرية : 
5-7 + ثير 5 
ندا - قار و 0052 ار عداةه - قر - قيار . 


دالة الصحيح الأعظم ‏ «رمتاعصد! موععاصآ أدعادء 0 

هي الدالة التي تنقل كل عدد حقيقي « إلى العدد الصحيح الوحيدء الذي هو أكبر من 
جميع الأعداد الصحيحة؛ التي هي أقل من « أو تساويها ويرمز لها بالرمز [د]» وتعرف 
دالة الصحيح الأعظم رياضياً كالأتي ,- )كر حيث 1+ >+ كم و # و1+#عددان 
صحيحان متعاقبان. 
مثال: 

جد الصحيح الأعظم للقيم التالية [2,5] » [3,6[»]1.5-]. 
الحل : 

1-[ك1,5] م 2-[2,5] »> 3--[3,6-] 
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العلاقات والدوال 











الفصل الثاني 
مثال: 
الجدول التالي يبين طريقة إيجاد العدد الصحيح لدالة الأعداد الصحيحة المختلفة مع الرسم. 
[ ]ا 7+1 >2 > 7 
2---<[2] 1->2 > 2 0 
1--<[2] 0 >ع >1 1- 
0 -[2] 1 >2 >0 0 
21-1 ] 1-2 1 
2 -<[2] >2 > 2 2 














2-,5 , #ادرم 
وتسمى بالدالة ألدرجيه أو السلمية. 
الدوال الزوجية والدوال الفردية : كدمناعصبة 000 سه د]1 
لتكنز ج- 2 : ىر دالة عندئذ : 
1- تسمى الدالة " مر" دالة زوجية إذا كان : 
مدر <- ودار لكل .272+ 
2- تسمى الدالة "مر " دالة فردية إذا كان : 
و)كر- د ودر لكل ,2 عد 


3- تكون الدالة "يم " ليست فردية ولا زوجية إذا لم يتحقق ذلك . 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


بين فيما إذا كانت الدوال التالية فردية أم زوجية أم غير ذلك موضحاً الإجابة بالرسم. 
“د 2)/ دالة زوجية لان ر) د قد د ضحر - ضار 
“د - 2)/ دالة فردية لان رضح د تددح ضار - ودار 


دالة زوجية 


دالة فردية 








- ضكر دالة زوجية؛ لأنها ثابتة» ولان : (د)لر -ء - تحار 


2 -| > (2)/. ليست فردية وليست زوجية؛ لأن : 
2< ج 0< مر , ل2حتنر 
2 >2 ج 0< 2 سير , (2-2)- 
2 ير | - وار 
|(2خعت)جا-)|- ضحار 
د)كر- ع |2 +| - (د)/ .. ليست فردية وليست زوجية 


دهم |- هم 


الدالة الأحادية (المتباينة) : «مناعصد؟ عده 0اعده 
لتكن ج © : “ر عندئذ تسمى الدالة ير دالة أحادية إذا وفقط إذا كان 
-4 > (م)/ -4م)/ر لكل 4,0 ولبرهان أن ير دالة متباينة نفرض أن 
(0)/ - )كر و نبرهن على أن /-م . 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الدالة الفوقية(الغامرة) :«مناعصد؟ م)م© 
لتكنز ج22 : “ر عندئذ تسمى الدالة ير دالة فوقية إذا وفقطء إذا كان 7 -,/ 
أي أن المدى > النطاق المصاحب. 


الدالة التقابلية 'تناظر أحادي': «مناعمد؟ ععمع0مومىءمه© 
لتكن “جر : “رعندئذ تسمى “ردالة تقابلية إذا كانت أحادية وفوقية (متباينة وغامرة) في 
أن واحد. 
فمثلا: 
2+1 - ودكر حيث 77 ج 7[ : كل 
حيث (ر)/ دالة أحادية (متباينة) لان : 


(6)/ر - (ه) ير 
[ + / 2 -ح ] + م2 
د 1 


وأن. أ ل 2 م 


ملاحظة: 

من خلال رسم الدالة تكون الدالة أحادية (متباينة)» إذا كان أي خط مستقيم أفقي (عمودي 
على محور المدى) لا يقطع منحنى الدالة إلا في نقطة واحدة على الأكثرء فمثلا مد جبكر 
ليست أحادية(متباينة)؛ لأنه من خلال الرسم (هندسيا) نجد أن الخط المستقيم الأفقي يقطع 
منحنى الدالة في نقطتين كما في الشكل : 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 








مثال: 

إذا كانت الدالة 22+3 - (د)ك/ر حيث 7/7 ج7/ :/ر فهل تمثل تقابل. 
الحل: 
بما أن الدالة “ر لها الشكل التالي: 2+3 - ض)“رج د:لر ونطاقها هو #/ -,2 ولكل 
7 يده" نجد: (2د - بدح 3+ 21 3+ 21 ج (جد)/ - (د)/ )» ومنها تكون الدالة 
مر متباينة. وبما أن / -,/ فهو مساوياً للنطاق المصاحب 7 وبالتالي الدالةمر تكون 
فوقية (غامرة). 

إذا حر تمثل تقابلا واحد لواحد . 

مثال: 

إذا كانت الدالة مدع ود)كر حيث 7/7 ج-7/ :كر فهل تمثل تقابلا. 
الحل: 

بما أن الدالة ير لها الشكل التالي: دح (د)كر ج د: ير ونطاقها هو / - ,2 ولكل 
اك رده 7 نجد: (يد - وداج يد - أدج (يد)/ -(,د)/ )» ومنها تكون الدالة ير 

وبما أن 70/ - ,/ فهو مساوياً للنطاق المصاحب 1 وبالتالي الدالة»ر تكون فوقية إذا/ر 
تمثل تقابل أحاديا . 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الدوال المعرفة مقطعيا : عدمناءعصد؟ 0عصتاعل ءوزجمءءزم 
هذا النوع من الدوال له صور متعددة معرفة على أكثر من مجال واحد. 


مثال : 
ارسم منحنى الدالة “ر حيث : 
3 >ير 1 + - (د)تروحدد مجموعة النطاق ومجموعة المدى. 
3 دير 3 حير 
الحل: 


واضح أن نطاق ومدى الدالة هو: - ,مط 507 (6, 0] د ربل 


مثال : 
ارسم منحنى الدالة في كل حالة 
0 >1 , 21-3 
2>2 >0 , شر ح دار 
222 ى, 1 
الحل: 


واضح أن نطاق ومدى الدالة هو ١‏ - ,2 و «(4, مه) -,/ 
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الفصل الثاني 





مثال : 


0 5 0>د , ثر 
ارسم منحنى الدالة في كل حالة 1 تابر 
0 0 <عر , [جيرر 


0 >عد 


اا 
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العلاقات والدوال 























الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الدولة المحدودة وغبر المحدودة 0157200105 00101060نا 310 80107060 
تعريف 1: إذا وجد عدد /1 وحقق (/1 > )ير : ,عد 9) عندها نقول أن الدالة )كر 
محدودة من الأعلىئ وتسفي العدد 77 حداً أعلئ للدالة: 
تعريف 2: إذا وجد عدد 7م وحقق العلاقة (+/ < (د)/ : ,2ح ) عندها نقول أن الدالة 
()كر محدودة من أسفل (أدنى) ونسمي اعفد مريهدا أسفك أدنى) للدالة. 
تعريف 3: إذا وجد عددان /1 و +/»وحقق ( 1/4 > (د)ر > +77: ,2 + 7 ) نقول عن الدالة 
(د)/ أنها محدودة. 
ملاحظات: 
1- كل دالة محدودة (د)كر تحقق الخاصة (2 > |ض)ر|: بصعم ") . 
2- إذا كانت )ير دالة محدودة فإن مجموعة مداهاء,/ تكون محدودة . 
3- يقال عن دالة إنها غير محدودة إذا لم تكن دالة محدودة . 
4- كل دالة غير محدودة يجب أن تحوي مجموعة مداها © + أو مه-. 
مثال: 
حدد فيما إذا كانت الدالة 2بر- ١/9‏ - (د)ك/ر محدودة أم لا. 
الحل: 
نحدد نطاق الدالة [#ر-9 :ما-,2 منها يكون لدينا 9>+ >0 ج 0 < 2م - 9 بذلك 
نحصل على 0< 2ر- 9< وج 9ه < 2 < 0 ومن هذه العلاقة نوجد قيمة 
0<ضكر<3ج0< تر-ول,<3 بذلك نصل إلى أن [0,3] - ,8 والدالة ()/ر محدودة . 


الدوال الدورية عصمتاعصدت1 عنلومسءط 
تعريف 1: يقال عن الدالة (د)/ إنها دالة دورية إذا أعادت مجموعة قيمها ضمن دورة 
محدودة. 


تعريف 2: يسمى أصغر مدى لقيم 2 التي تتم فيها الدالة (1)/ر كامل قيمها (تمسح دورة 
كاملة من القيم) دورة الدالة. 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 

هناك الكثير من الدوال الدورية المحدودة وغير المحدودة المتعلقة بالظواهر الطبيعية 
والفيزيائية والبيولوجية ومن هذه الدوال الساعة الزمنية ونبضات القلب وكذلك الموجات 
الصوتية والمكروية . 


الدوال المثلثية 5دهناءصد؟1 1اء هدمع 1 








رت لوه : 
5 
معكوسها لك ح 0 منزو 
5 1 
1 6 5م 
معكوسها 2 2 - © وم 








6غ - ٍ! معكوسها + - ممما 
080 1 


التمثيل البياني للدوال المثلثية : 
إذا أخذنا دائرة الوحدة (دائرة مركزها نقطة الأصل (0,0) ونصف قطرها يساوي 1 
وأخذنا النقطة (4,2) وجعلناها تتحرك على الدائرة نجد أن: 6 - © صلو , 2 - 6 وم 


60.0 


( 57:9 , 05:80)) - (7,ه) 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


أي أن النقطة (4,2) هي النقطة (20560,51026) ٠‏ التي إذا تحركت في اتجاه معاكس 
لاتجاه حركة عقارب الساعة» نجد أن الإحداثي الصادي 5120 يزداد من الصفر حتى1ء كلما 


7" 
زادت #6من 0-0 إلى 0 ثم ينقص 0ك من 1 حتى 0» كلما زادت 6 


1 8 3 6ه 
من - 9 إلى +- 0» ونلاحظ كذلك أن 4/00 يأخذ في النقصان من 0 حتى (1-)؛ كلما 


37 : 
زادت © من -6 حتى --- - 0, ثم يزداد 0كىمن1- حتى 0 » كلما زادت © من 


كد - م حتى 40-2 أي أن المسار يعاد من جديد ( أي يتكرر كل 25) وبالتالي نجد : 


#6رزو ع (ع2 + 6) زد 
0ع -ح (ع2 + 6) 5م20 


كذلك نجد إن: مه , هذه دالتان دوريتان» ودورة كل منهما 27 . 


ملاحظة: 

الدالتان #درومه , # مذو دالتان محددتان لأن: 1>+ وم» > 1-,1 > 14 صو > 1-. 
1- دالة الجيب ‏ 12و -< مر 
خواصها : 

هي دالة دورية تكرر نفسها كل دور 27» وهى دالة فردية؛ لأن + هذه- - (-) هنو 

ونطاق الدالة هو (0ه, -) ع 2/ 
ومداها هو [1,.1-]/ 

وى اشعرافة ولتفئلة وكابدة (لافتفاق لخفيع ف 71 
وهى ليست أحادية على نطاقها ولكن أحادية على الفترة 0 وأيضا على 


الفثد 15 5 2 | . 
لفشرة | عي 


























36 أقك 2 2 2 
27 2 7 2 3 4 6 0 1 
3 0/2 1 ٍ 
0 | إل 0 1 -- 6 2 0 5111 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


نلاحظ : على الشكل : 
إن شكل الدالة يتكرر من جديد كل 272 لهذا فإن : 2 512 ح (272 +.)512 
( وهذا يعنى أن هذه -«ر دالة دورية ودورتها 27 ) 
مثال: 
برهن صحة العلاقات التالية: 
طاو ع زر - )12و » 2 طلو- - (2ر-)512. 
الحل: 
نعلم أن / أذ » 5م20 - 7 005 © مذو - (2 - ع )تتزو 


وبالتالي: د هزد ج 5مء - وم م هذه - (ر - )هته 


23 مد (1-) -2 ومع 0 - (تزر - 51207 


منها 1 
1 طلو - 
وكذلك: 
- 0 )مزهو ع (تح )م51 
منها : ١‏ ع (05)0(512)2» - د )وم (0 )مصلو ع تتح اماد 


عد طاو - - )ما (1) - د )وم 0 - 
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العالاقات والدوال 








مثال: 


1 
ارسم الدالة أ 1 <|خ| .(م مر 


1 >|+»| , 3 
الحل: 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


2- دالة جيب التمام 0521© ح ( . 
خواصها : 
النطاق هو (60, 6-) ع 2/ 
المدى هو [1, 1-] ٠>‏ 
الدالة زوجية لأن مدوم» - (د-)ومه 
الدالة ليست أحادية (متباينة) على نطاقها وهي متباينة في الفترة [+.,] . 


الدالة دورية ودورتها 27 أي أن د05» - (727 +ئد) 05 حيث 777 © 7 . 


32 2 2 2 د 
2 2 7 2 3 4 6 0 3 
0 1 2 3 
1 1- | 0 2ج | 2 2 ١‏ | 2و 
























































مثال: 
برهن صحة العلاقات التالية: 
( )وم» - ع اد - )05 02 © وه ع (ر-)ومك ٠.‏ 
الحل: 
نعلم أن 7 مذ » مأو +5 205 5مك - (7 عدي )وم 


ومنها :د مأد ‏ مذو +ئز 05 2 05» ح (د - ع005)7 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 








وبذلك يكون لدينا 
تكد طذد 0 +2 و0 (1-) ع زر - ع )وم 
051 ع 
وكذلك: 
(- 05)0» ع تدح)ومه 
منها نحصل على: 
)صا (0)ط1اد + تد)وم» (05)0» ع دحوم 
5 - )0512 + )ومع 1 - 
مثال: 
د 2 | ا :(2 )وم ند 
ارسم الدالة 1 4 نو 
ع يد || 0 
الحل: 
1 5 د > ندا : (د )وه (2 )لاد 
مثال: ارسم الدالة 1 0 (مد)ا كر 5 


> إندا : 2 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 








3- دالة الظل 3 ةا ح '( . 


الدالة فردية ؛ لان د هةا - - تح )مها 
الدالة أحادية (متباينة) ضمن دورة واحدة لها. 
الدالة دورية ودورها #أي أن 2 مها - (182)1+777 حيث 2/ءم7. 


























1 7 7 1 
2 3 4 0 9 1 
50 34 1 
كمية عير معرفة 26 1 3 0 له 
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العلاقات والدوال 











الفصل الثاني 
مثال: 
برهن صحة العلاقات التالية: (د )مم - ح ( - ع)هها ٠»‏ د صما - ح (رح)ضها . 
الحل: 
نحن تعلم. .ين هعاق - مم -م)مم وبالتالي: 
١‏ (7-ه4)وم» ال 
2 51000 5 (دحعماة _ 9 كذلك: (©)510 _ 
 -05)0 01‏ )وم رصعل و (©)5م» 010 
ومنها نحصل على 2 )ممه - ادك ىك لاه ح (تح)عطها 
اوم 2 (تحلومه 
مثال: 
جح ندا :3 )مها 
ارّسم الدالة: ١‏ * - قتاع 
- > ندا و5 
2 
الحل: 


نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي: 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 








نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي: 











الفصل الثاني 
4- دالة القاطع 2 ©56 - نز . 
يمكن كتابة دالة القاطع بطريقتين : 


0 عد 2052 , 


خواصها: 


العلاقات والدوال 


أي 7/ء// سكام 


المدى هو 


الدالة زوجية ؛ لان 1 ع56 ح (ترحاعء5 


الدالة ليست أحادية(متباينة) . 


(ه 1] لا [[حرع) 


الدالة دورية ودورتها 27 أي أن تل 7 : (27 +ند)ءه؟ - بد ععو 


1 


2 


5 
3 


كمية غير معرفة 75 























0 


د 
6 


560 1 














م 
5 
83 د إب 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الحل: نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي: 








71 
جح ندا ه (2 اعع25 11د 
- (د)نر. 


ح > إدا : ثير 


الحل: نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي: 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


5-دالة قاطع التمام :560( . 
يمكن كتابة دالة قاطع التمام بطريقتين : 


5111 





خواصها : 

النطاق 7 © : [ 18-17 ,22 
المدى هو (1,6]لا[1-,-) د ر/ 
الدالة فردية وليست أحادية (متباينة). 


الدالة دورية ودورها 27 أي 2/ 7 ؛ (22 ختت)ععو0 ددر ععوه0 


2 7 
8 2 


1 


0 ع0 


دم 
83 8-0 


1 

3 

«ه 001 2 
كمية عير معرقه 1 26 















































نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي: 








مثال: 


ددم : 3 
0 ندا : تداععوء 


سبب؟ 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الحل: 
نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي: 








مثال: 


5 ا 7 ندا : 1د - 
ارسم الدالة - ود كر. 
الحل: 


نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي: 


ا ' 1 5111 
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الفصل الثاني 


العلاقات والدوال 





6- دالة ظل التمام 2 ]20 - تر 
0 عدنة طها ‏ , 1 -- 
:2 ةا 
خواصها : 
النطاق ( و 318 عد 27# ع , جر ا -0ز2 22 أي : 
»عم : [ 77-1 ,2 
المدى هو (0, مه) ح 8 . 
الدالة فردية» وليست أحادية . 
الدالة دورية » ودورتها 7 أي أن : 72 ع , (7+ئة)امه ديد امي 
0 نه ع 0 ل 
1" 3 4 6 
0 3 1 0 كمية غير معرفة 1 ةا 












































نلاحظ : أن الدوال المثلثية أ0© , 560 , عع25 , 02) في دوال دورية لها دورة تساوي . 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


- ودار . 


3 
56 


١‏ > دأ  :‏ )امه 
أرسم الدالة 


الحل: نقوم بحساب الدالة بذلك نحصل على الشكل على النحو التالي: 


> > ندا : 








مثال: 
ارسم الدالة ١‏ 


الحل: نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي: 


7< ندا ا 1 5 7 


>> له : 2)ومكه 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 
بعض القوانين الأساسية للدوال المثلثية: 
هناك بعض القوانين الهامة في الدوال المثلثية والتي منها: 


1- 1حير تومن لير لزه 
2- عر أععو -2 تضم +1 
3- بركعق در “أو +1 
4- حير تومع2 <2ز “متو 2 -1 دير ©و0ن -زر “أو - :00921 
و - 251020053 -212 511 
6- 10051 أو +2[ 5و0ع1 مأو ع (مر 1 )ماد 
7 12517 مذو ع نز ماو 05»© ع (بر +2ز)005 
8- برومع- -ح رح )005 , 1 مذة-ح زر - )511 
9 7 ممةا)- -ح (تدح ع)132] 
0 62م»ع- ح (تدح )امه 
1- 2زوم»ع- - (در+ )005 ., 2 ملة- - (زر+ 51102 
2- دوه - (ا.- ص لززة 
0-3 0120[و- (د- ج)ذهه 
14- ت2زرومح - 0+ 7)نرلة 
5- ند طلة- - ود + ج)ده 
6- امه - - ضر + ج)هها 
7- ند ها - - (د + س)ام 
18 تله -12 ةا ع و .. له +2 ها 50 
مها مها + 1 طواطة ةا -1 
9- بيشي وا 
1 1+0 
20 ااا دير نومك الى تك ادر ترز 











الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الدوال الأسية 20005ل؟ |0103 6006 
1 - الدالة الأسية للأساس ١ه‏ : 
هي الدالة من الشكل “م ددر حيث 2 عدد حقيقي موجب و1عد 4 . 





ملاحظة: 

رسم أي دالة آسية*م -بر يمر عبر النقاط . (م,)م ‏ , (,200, .اداه 
01 

مثال : 

الحل: 


واضح إن نطاق ومدى الدالة هو (مه,مه -) - ,1 و (0,6) - 37 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


من الواضح إن نطاق ومدى الدالة هوزه,ه-) -,2 و (0,-)-,/ . 








مثال : 


الحل: 
من الواضح إن نطاق ومدى الدالة هو (مه,مه-) - ,و (©,0) - 7 . 








108 

















الفصل الثاني العلاقات والدوال 


مثال: 
أرسم على الشكل ذاته كلاً من الدوال التالية:”4 - (م) مر و *4- - (م)كر 
وأوجد نطاق ومدى كلا منها . 
الحل: 
نطاق الدالة ”4 - ض)كرهو(م,ه ) - ,2 و ومداها (م,0) - ,7 . 
نطاق الدالة *4- - 2)كرهوع و ومداها (0,مه-) د رم : 


2- دالة الأساس الطبيعي : 
يعرف العدد الطبيعي 6 كالأتي 
00 متنا ده أو ”م +1) سنا دم 
77 6ه جدير 0 جم 


ويساوي على درجة التقريب - هه 
ودالة الأساس الطبيعي لها الشكل ‏ “62 -بر أي (دامى دمر . 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 








مثال : 


أوجد نطاق ومدى الدالة “م -بر مع رسم منحني الدالة. 


الحل: 
نطاق الدالة هو (©ه , م-) ع ,7 و مدى الدالة هو (©,66)1,/. 
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العلاقات والدوال 
الفصل الثاني 








ظ ملحني 3 د رز. 
' 00 ([حرمه -) كج رل . 
3 ظ الدالة هو ١‏ 

م-) 3 ,1 ومدى 

5 نطاق الدالة هو (م» , 

“رو قارن ب 
)و 

لتين "6 - (د)رر ”3 

0 على الشكل ذاته الدالتي 

أرسم 
الحل: 


1 
(0م+,0) - ب 
الدالة هو 
0 ا 0 ' 1 (6+,0) ح- ربل ١:‏ 
ق الدالة هو دام 
ذلك نطاق 
كد 
5 
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لذ الثاني العلاقات والدوال 


أرسم على الشكل ذاته الدالتين *- - (د) كر “6- - (2) كرو قارن بينهما. 








وبشكل عام إذا كان > ,7 عددان حقيقيان موجبان فإن 000 
6<مح م > تنو 


: 0 1 

أجل كن وبالتالى فإن : 2< 3 > ير < /ر: 0 < عد 
0 > ير ١‏ 

و2 < 3 جح تير > /ر: 0 > عد 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الدوال اللوغارثمية- 06]005ل؟ عألاطا]0031ا 
تعريف: 
إذا كان 0)<هم و 2321 فإنا ندعو الدالة د رع10 - )كر - بر الدالة 
اللوغاريثمية ذات الأساس © وذلك يعني أن 47 -2 : 
ملاحظات: 
1-النطاق (©,0) - ,2 
2-المدى - 74 
3-بيان أي دالة لوغاريتمية تمر عبر النقاط: 


(ايه) 6 ,. (80,0 , داه 


4-بشكل عام الدالتان "2 .» 105,5 دالتان متعاكستان . 








مقارنة بين الدالة الآسية “7 والدالة اللوغاريثمية 2 رع10: 


الدالة الاسية “م اللوغاريثمية د اع10 
النطاق // النطاق (0,©0) 
المدى ([0,0) المدى 7/7 


تمر بالنقاط (0,0 ,(0,1) ا تمر بالنقاط (4,1) (1.0.0 1 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


نلاحظ : 
أن هناك تناظر (تمائل) بين الدالتين الآسية واللوغاريثمية بالنسبة لمنتصف الربع الأول 

لان الدالتين متعاكستان. 
خواص اللوغريتمات : 
1. قانون الضرب (الجداء): من أجل القيم الموجبة 8 » / يكون : 

لز م108 +2 رعه1 - (برند)رع10 
2. قانون القسمة : من أجل القيم الموجبة 2 » ' يكون : 

مر رع10 -2 رعم1 - ).عه 

0 


3. قانون القوى > و2 عددان موجبان و 0 < 6 يكون : 
عر - #مقطاي ف #5 رعم1 

ملاحظة: 

إذا كان 2-10 عندها يدعى اللوغاريتم عشري ويكتب بلا أساس على الشكل 
د 108 - 0د)/. يكون: 

”2-107 جح يرعم| در 

بعض القواعد المساعدة على حل المعادلات الآسية واللوغاريتمية: 
1. إذاكان بر - 13 عندها 47 - 45. 
2 إذا كان» 27 ع 25م 21 م عندها بر -1. 
3. إذا كان «ر -8 فإن 108,7 -2 ,108 حيث ,3 موجبان و 1 2 ©. 
4. إذا كان 3 م108 - نر فإن ‏ 12-27 . 
5. إذا كان بز م108 -2 رع10 فإن 5-1 بشرط 1 ©». 
الدالة اللوغارثمية للأساس » (دالة اللوغاريتم الطبيعي ): 


تعرف الدالة على النحو التالي: ‏ ,108 - (3)/. و يعرف اللوغاريتم الطبيعي بالرمز 
0 < (1<عاماء» 
2).8احيث : 0- (1)صاء 
0 > (2>1 > 0)ما» 





114 





العلاقات والدوال 
فة. 
7 ظ 0 
لفصل الثاني 0 
نياعي كر 
نازشية لأنبااسط 
5ْ ة فى الدالة اللوغارثمد 
9 لتعويض بقيم سالبة في 
لاد 


ع 5 |ل* 
5 3 
ْ ظ 1 ر/ مداها هو ( 5 
هآ 4 . 
ن 


)1,0( 








5 د بر. 
١‏ ة* حبر و 
0 منحني الدالة 57 -<بر 
أرسم منحني 
الحل: 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 
الدوال الزائدية 5ن عأامطاعمبالنا 

يعبر عن الدوال الزائدية بدلالة الدوال الآسية '© و 6 وهي مشابهة في خواصها 
لحد كبير للدوال المثلثية ولذلك تسمى بأسماء مشابهة للدوال المثلثية وهذه الدوال معرفة 
كالتالى: 


4 58 


6-86 





جدبر ,وى رج #/ :لماه 


أما دالة جيب التمام الزائدي تعرف على الشكل التالي : 


“مد تق 
لللسمسجسبر ى,) رج #/ :طوم» 


الشكل التالي يوضح الدالتين 2 51112 و.[ومك : 


وكذلك دالة الظل الزائدي تعرف على الشكل التالي : 
25-1 _ طصنة 


داح ب لاج ث#/ :زطمطهةا 
1+ 35ت لوم 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


أما باقي الدوال تعرف على الشكل التالي: 








2 1 0 -(ع)/ مءه 
+ م بام 1 طوم 
- َك - - (عد)م/ ععوء 
* م6 آم ]1 [ل1[ك 
بعض خواص الدوال الزائدية: 
2-1 تطمذةو -ج تطومى 
1 حير ت/ععو جير مطمها 
1 عيرثرععوء دير لطامه 
وهذا الخواص يمكن استنتاجها من التعاريف التالية: 
دالة فردية تتطماة خخ تطمذه- - وتاططاه 
دالة زوجية جتن وأوم» - تتحاطوم» 


ل ططادة طومء + نز ومع طمذو ع زمر + تت)طماد 


لز لطاوع طصاد نز طومعء2 اوم ع زمر )لاوم 

طمةا مط 8 

تططما ل تخططةا - رع ع)طهما 
ترطموغخطمهة +1 


وبوضع '( -4. نحصل على المتطابقات التالية: 
تنطومعقتططةة2 - 5100 


1 طمنو 2 +11 -ي ” وم 2 2 * طمنو +ع ” طاومه > 22 )اوم 


+ السك بكاوي 
د ت“طمها +1 
إذا يمكن كتابة المعادلات التالية: 
1+ 22 )طومه 000 
2 
2-1 )اوم ا 
2 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 
الدوال المتناظرة: 211005ل؟ 2أنأ الا 
هناك ثلاثة أنواع من التمائل(التناظر): 
1 -التمائل (التناظر) حول المحور 0 : 

إذا عوضنا في أي دالة بالمتغير «ر-) بدلا من «ر) ءوكان الناتج هو الدالة ذاتها؛ فيقال 
عن هذه الدالة أنها متماثلة(متناظرة) حول المحور7 . 
فمثلا: 

من أهم الدوال المتماثلة(المتناظرة) حول المحور ل هي 2 *د -بر. 
“ض) دير جه ردير 


“-) د تر دبر 


محور التماثل هو بر صر 








إذا الدالة متماثلة(متناظرة) حول المحور 1 


2- التماثل (التناظر) حول المحور 1 . 
إذا عوضنا بالمتغير «ر-) بدلا من المتغير () في أي دالة وكان الناتج هو الدالة 
ذاتها؛ فيقال عن هذه الدالة أنها متمائلة(متناظرة) حول المحور 2 . 
فمثلا: 
من أهم الدوال المتماثلة حول المحور د هي ”ددبر أي أن : بردي 
ومنهامم - *بر- “(ر-). 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


4- 


محور التماثل هو ير 








3-التماثل(التناظر) حول نقطة الأصل: 
إذا عوضنا بالمتغير (ر-) بدلا من (رعوكذلك بالمتغير «ر-) بدلا من (ر)ء وكان 
الناتج الدالة ذاتها؛ فيقال أن الدالة متماثلة (متناظرة) حول نقطة الأصل . 
من أهم الدوال المتماثلة (المتناظرة) حول نقطة الأصل هي - د دير . 
أ) دير جد ردير 


قر د بر جد قر دير 


محور التماثل حول نقطة الأصل 
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العلاقات والدوال 


الفصل الثاني 
استخدام التحويلات الخطية 13051017730005 1061| 01 56لا 
نعلم أن بيان دالة (3)/. يعطي صورة واضحة عن الدالة ويسهل دراستها والتحويلات 


الخطية تسهل رسم هذا البيان وهي الإزاحة والتمدد والانضغاط والانكماش. 


أ- الإزاحة الراسية غكنطه [هء7”)0 : 


تزيح الدالة للأعلى مسافة © والطرح يزيح المنحنى للأسفل مقدار © كما يوضح الشكل التالي: 


1- الإزاحة )نط5 
يسبب إضافة أو طرح مقدار ثابت موجب 0 لقيمة الدالة (2)/. إزاحة رأسية فالإضافة 








تؤدي الإزاحة الأفقية (©+32)/. إلى إزاحة المنحني (3)/. لليسار وتؤدي الإزاحة 


ب- الإزاحة الأفقية )]نطاد 1[هام10:320] : 
الأفقية (-:3)/ إلى إزاحة المنحني ()/. لليمين كما يبين الشكل التالي (إذا كان 0 <© ) 


0 
ععه3ة#اااالسللردلر7شش 20022252525217 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


2- التمدد والانضغاط 102ووع:1متدمء سه طعاءمنه : 

أ-التمدد والانضغاط الراسي «وذووء: معدم لقتاء" لصة طعاءماد لدعتامن7؟ 

إذا ضربنا قيم الدالة (3)/ بمقدار ثابت © نحصل على تمدد راسي عندما تكون 
1<" وانضغاط راسي عندما 0>1 >0 كما يبين الشكل التالي: 


- 
١‏ 
اا اادددددك 








ب -التمدد والانضغاط الأفقي: 01 2201 اعاع تناد لحاده ه10 


إن بيان )هو تمدد أو انضغاط أفقي بنسبة ) كما يبين الشكل التالي: 
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العلاقات والدوال 


الفصل الثاني 

2 - الانعكاس: 1*616»©)102 
مجموعة الدوال 48+ (>#-د) -هر وهي مجموعة القطوع المكافئة التي ذروتها في 

النقطة (2-,4) حيث تمثل هذه النقطة أدنى نقطة من هذه المنحنيات أي أن: 

2<676 عندما 2-7ز و 2>00 > 00- هو حد أدنى لهذه الدوال . 

كذلك فإن مجموعة الدوال 7+ *(#-)- -:رهي انعكاس لمجموعة القطوع تلك 


وبالتالي فهي محدودة من الأعلى وتمثل النقطة (4,5©) ذروتها العليا أي أن: 


حبر و هو حد أعلى لهذه الدوال . 
يقال عن الدالة 3)كر- -:1 انعكاس للدالة (3)/ر عبر المحور 0.5 كما يبين الشكل 


التالي . 


م كه 








وكذلك الشكل التالي: 























آذ ات سس سبي 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 
الدالة العكسية : 2]007ال؟ ع5اع/انما 

إذا كانت«رج+ : ير دالة تقابلية (أحادية) فتسمى الدالة :رج رر : م بالدالة العكسية 
للدالة مر »بشرط أن ,7-جم/ر , ,7 /رمم » وفى هذه الحالة تكتب كر - م. 

لاحظ أنه إذا كانت كر ليست تقابلية؛ فإن 'لر لا تمثل دالة » وللحصول على معكوس 
الدالة نتبع الخطوات التالية : 
1. نتأكد من أن الدالة تقابلية » ونحدد نطاقها ومداها . 
2. نضع الدالة على الصورة الصريحة في المتغير :رأي نكتبها على الشكل (تر)م -مد 
3. نضع 3. بدلا من «رء ونضع ربدلا من 3 فنحصل على معكوس الدالة (د)م -بر 
مثال : 

أوجد معكوس الدالة 32+1- )كر 
الحل : 
1- واضح أن الدالة تقابلية لأنها متباينة و غامرة ونحدد نطاقها ومداها مجموعة الأعداد 
2- نضع بر بدلا من ودار أي أن 1 +برة دير 
3- نوجدة بدلالة “ل أي أن كدير 
4- نضع امك - زومر 


1-1 


كت 21 
د رد كر 

لتتأكد من عملك أوجد مير و كرمم كلاهما يجب أن يساوي 7 . كما في الشكل التالي: 
واضح أن | مجك أر - وضم)م)مر - (د) محر منها نحصل على - 1+ لمج |3 - ض) مر 


وكذلك (1+د3)ع -(()/ر)م - ()/رهم منها تحصل على م 3011-1 - ور)عروم 


5-نضع 1 000 0 أي أن: 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 








7ك ل 
0 
مثال : 
أوجد الدالة العكسية للدالة ,7 ج ,م( : “رحيث 3-د2/ء - دار . 
الحل : 


يجب أن نبرهن أن الدالة تقابلية؛ بما أن الدالة 2-3/ - )كر فإن نطاقها 


زع |-(0«ة-مده)- ره أي أن هكم > 2 |- ,م منه 00 >21 >3 


. 3 
نتحقق من أن الدالة تقابلية ,ع 3د "”" بحيث 
23-3 - 3- ونه ,رج (ند)/ - (د)/ منها 
وه - د جح 3- ث21 - 21-3 بذلك تكون /ر متباينة وغامرة إذا ل تقابلية. 
2 
ين 
2 
3 ثبو 
2 


2 
58 








2ق ١!‏ تسن عن بد بن سن عر لصون ير 


2 
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الفصل الثاني 





ملاحظة: 


العلاقات والدوال 





بيان رسم الدالة العكسية للدالةير يناظر بيان الدالةمر بالنسبة للمستقيم :ر-2 منصف 


الربع الأول ( صورة ر عبر المستقيم «ر-د جم ). 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الدوال المثلثية العكسية 005ناع<نا؟ 1داعمصمع 1 عسرءنجم1 
1 - الدالة العكسية للدالة مزه )2 متوعمم) : 
بفرض أن و عندئذ نعرف الدالة العكسية للدالة المثلثية «ذه على الشكل 
التالي: 
له 


وعندها يكون 2 - (5101)! 512 ومنها تكون ع وكذلك 


ملو ع عر جه بر دير 


عد - د ' 12)515و »كما أن 1 >+ >1- كما هو موضح بالشكل التالي: 


بالتأثير بالدالة 5111 على طرفى المعادلة د مزه - ع#رفى نحصل على : 
1 2 3 


د 1 وزو جح أ ' مذو)طزة - زر وزو جح 2 “مزو + منها 5 در 
3 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


مثال: 
إذا كان (1- قم)! مو دنر فأوجد نطاق الدالة 3د)/ر. 
الحل: 
بما أن الدالة المثلثية محدودة ضمن المجال [ 1,1 -] فإن نطاق الدالة المدروسة هو : 
(2> 2م >ه0 نما -[1>1- ثشرم>1- بيجا 
"ارم 5 :ا- 
[2.02/..] - 


2- الدالة العكسية للدالة 05» 3 5ع ع02) : 
بفرض أن مر>+ >0 عندئذ نعرف الدالة العكسية للدالة المثلثية 05ج على الشكل 
التالي: 
005 د ترج بر دعر “ومح 
وعندها يكون ‏ د (وم0)! 6005 ومهنا تكون ‏ ج>جر>0) وكذلك 


مد ح زد 7 ومع)وم00 كما أن 1 >+ >1- كما هو موضح بالشكل التالي: 


بالتأثير بالدالة 05© على طرفي المعادلة اكد #وو سي في الحضال حلي : 
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العلاقات والدوال 


الفصل الثاني 
د 5 - 1 005 د كد 5 د ير منها دم 


56 
كد دير وو حل للد 


2 
مثال: 
إذا كان (22-2)'-ومك -بر فأوجد نطاق الدالة )م . 
الحل: 
بما أن الزاوية (2>1- 12 >1) بذلك يكون لدينا 3> 2 >1 بذلك تكون قيمة ‏ على 
النحو التالي ١/3‏ > /د| 15+ منها يكون لدينا : 


1- >2 و 3ل.>: > 3/.- هذا يؤدي إلى 


1-1 أو 
(6,لانا[1-,مه-) عير وذ ذل | > 2 منها نحصل على : 


كلبل|نااات دين ك حم 
3- الدالة العكسية للدالة )1 مقاعتة) لة): 
بفرض أن مر 5 عندئذ نعرف الدالة العكسية للدالة المثلثية 2ه على الشكل 
التالي: 
متها دعر جه بر دير !7 ها 


4- بشكل مشابه تنعرف الدوال العكسية التالية: 
- إذا كان |32 1 فان : 
ل قال 
ارا 1 
رععوء دمر ج 1 < إندا 8 


ب معو دير ت :1 < ادا 1 


- إذا كان (ع,0)ء بر فإن : بر )مه دعر جهير 
ه11 1)#خااسببغبظبظبببببب 5 59د دا جبظظلظبي ظح ع 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


مثال: 
أحسب قيم الدوال التالية: 
1: [(1)صها +(1-) مقا |وم» در 
2 |3 دنه +3 “مم عبر 
الحل: 


أولا: نوجد قيمة [()صه) + (1-)-صهنومه -«ر على الشكل التالي: 


[1-- نرصة) ج (1-)! مم - 6 منها 29 00 
(1- رمف ج )هه - ور منها 5 - ..ر بتعويض عن إر وير في 
1-(005)0 <- 2 + 7- !0ه 
4 4 
ثانيا: نوجد قيمة | مزه + 3/ '- هه - بر على الشكل التالي: 
72 : 
زمر مها - 3ل ج (3/.) '” هها - ( منها ّ بر 


.1 1 0 
برمذه - جد حك | وزو- ور نها 5 _- 2 : 5 
١‏ 12 5 أ 1 -20 0 اونوكي 


1 


ع اماه 
عم عرسم 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 
الدوال الزائدية العكسية 110261025 0112ط1عم159 عذ1ء101 

تعرف الدوال الزائدية العكسية بدلالة الدوال اللوغارثمية كالآتي: 

د 7" 1+ ع جعاما دم د طمذة 

لم < نم" , [(1- تيل جعاسا دم" طيمى 








ضر - ]1ه +1 
1 > >م , مالعا إو ديام 56 
8 
1[ +دثدله 1 71 
0و ١‏ لس سسب إن[ ديز رعو 
لما م 
1 > ندا , كنا |مدمه طلهةا 
د -1 2 
1 < إندا , لمشت ]مط دما طامء 
12-1 2 
مثال: 
برهن أن 2-1 طمنو طومه . 
الحل: 
7 باحق اللا ع 2 
نعلم بآن : جكتدكدي طمزو و لكك وير 0 وبالتالي: 
2 اع 96 2 1- ا 
تا تخد دمر تطمذو د لطوم 
2 2 
كن لاش و عل الشل شف 5 
4 4 4 
مثال: 
برهن أن 1ح ةر عمو جر ل طمما . 
الحل: 


ا 200 2 
تعلم بإن : تح ح عر لمقاو سح ح تت معو منها 
م65 6+ 5ع 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


2 2ك 
1 َم 
2 2-2 
ست سس إبس | ستيب ]بير ترعهو جر لطمم) 
الح 31 595 598 
دم 6د كم 


ا ا ل ل 00 


1- - 
2 2م ب لد م +2 د لذن 


بفرض أن مدا" ططذة - نر عندها د - زر 1ه ومن تعريف زر 31نأة يكون 
ل 2 


لديا > والتعويطن كبح - بر طفة في الطرف الثاني من العلاقة السابقة نحصل على : 


بر 2- 2 رحو - 7 
الست لحت م -[1 + شير له دم دا 


4 2 
' 7 م 7م 7 م-7م 
+ ماع 
2 2 
7 مج 77م 7 ملق 
+ ما - 
2 2 


مثال: 

برهن أنه 1<م| , [1- عل جماما دم “ طومه. 
الحل: 

بفرض أن 2 5 طومه - نر عندها 2 - نر طأومك ومن تعريف 12 طقاذة يكون لدينا : 
7 م+5م 


7 > 0095 >1 وبالتعويض في الطرف الثاني من العلاقة السابقة نحصل على: 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


عد !ا طوم حبر -(”م)ما - 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


الإحداثيات القطبية 0001017365 50131 

لتمثيل نقطة بالإحداثيات القطبية نثبت نقطة الأصلء والتي تسمى بالقطب» وشعاع أوله 
نقطة الأصل » ونهايته النقطة الممثلة » والذي يسمى بالشعاع القطبي . 
والنقطة / تمثل الإحداثيات القطبية (7,0) حيث أن : 


م هو المسافة من القطب إلى النقطة مرو ©هي الزاوية المحصورة بين الشعاع القطبي 
والشعاع 0.. 


(7,6) م 


الشعاع القطبي 








ملاحظات: 

1. تكون الزاوية موجبة إذا تحركنا في اتجاه عكس عقارب الساعة» وتكون سالبة إذا كانت 
حركتنا مع اتجاه عقارب الساعة. 

2 عند إضافة 7 من الدورات فإن الزاوية لا تتغير وبالتالي نحصل على تمثيل أخر للنقطة 

3. عند طرح /ق/ من الدورات فإن الزاوية لا تتغير وبالتالي نحصل على تمثيل جديد 
للزاوية . 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


العلاقة بين الإحداثيات القطبية والإحداثيات الكارتيزية 
20131-31105115 عع اها 01 1ن12ء؟]1 


من الرسم نجد أن: 


مل اام 3 2 2 2 
( من نظرية فيثاغورث ) 2 بر+ دح م 


(0) جد تبر + شرلدم 


+ - ممم 
21 


(2) ج 2 ]لمم - 60 





نستخدم المعادلتين 2:1 لتحويل الإحداثيات الكارتيزية إلى إحداثيات قطبية . 


(3) جد 6و0جم در جا - 2056 


بؤ| ب ب'| يه 


(4) جد 100و دبر جا - ©5116 


وكذلك نستخدم المعادلتين 3 ٠‏ 4 لتحويل الإحداثيات القطبية إلى إحداثيات كارتيزية. 
ملاحظة: 

لتعيين نقطة (.0,#) نرسم دائرة نصف قطرها 7 ومستقيم يصنع مع المحور الأفقي 
زاوية قدرها .© ثم نعين تلك النقطة كما بالشكل أسفلة . 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 

التناظر في الإحداثيات القطبية: 0001010265 201215 0[ عتتاأعصتصزك 

افكرن المعائلة مشنالة حول الفحون. النظبي 13 لم تدر : البمائلة القطبية 'غند' انقيداك 
(6ب6-) وبالتالي يمكن رسم المعادلة المتناظرة حول المحور القطبي بأخذ الزاوية 





2 تكون الدالة متناظرة حول المحور / أو ل إذا لم تتغير المعادلة القطبية عند 
استبدال (6ب 2-0 ) وبالتالي عند رسم المعادلة القطبية المتناظرة حول 6-90 
نحتاج لرسم المعادلة بالربع الأول والربع الثالث وعكس الرسم . 


0 (68-ع7,2) 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


3. تكون الدالة متناظرة حول القطب إذا لم تتغير المعادلة عند استبدال 0 ب 2+ © كما 


بالشكل : 
)6 
(7د2,0) 
قاعدة : 
رسم أي معادلة من النوع © - 7 هو دائرة نصف قطرها ©6» ومركزها نقطة 
الأصل . 
0 - م[ 
ترد شر د شر 1 
تو + شرل دم 
ترد ثر دام 


وهى معادلة دائرة مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها 6 . 


مثال : ارسم المعادلة القطبية 2 - 7. 


86 230 2145 200 0 110 135 150 110 
7 2 2 2 2 2 2 2 2 
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الفصل الثاني 





العلاقات والدوال 
مثال : ارسم المعادلة القطبية "45 - 6. 
الحل : 
أولاً نكون الجدول الثالي كرنرسم لتحسدل على الدائرة الموضحة أسفلة: 
45 5 5 5 45 5 5 45* | 6 
7 6 5 4 3 1 0 ألم 



























































مثال : 
ارسم المعادلة القطبية 0056© -7. 
الحل : 
(6-)05 ع 6 ومح 
٠٠نرسم‏ المعادلة القطبية بأخذ الزوايا من 0 -> 180 »ونعكس الرسم الناتج حول المحور 
الفطبى : 
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العلاقات والدوال 




































































الفصل الثاني 
نكون الجدول التالي أولاً: 
10 | 150* 135 10" |90 |60 | 45" 230 م 6١‏ 
1[- 01-051-07070866 0.5 110866107071 
قاعدة1: 


أي معادلة من النوعء ©4005 -7 هي دائرة متناظرة حول المحور القطبي مركزها 
(0.52:0) ونصف قطرها 0:52 


قواعد 2: 
1 - منحنى الدالة القطبية ©205--”7 هو دائرة مركزها (0.52,0-) ونصف قطرها 


.5 





1368 




















الم الثاد 
لفصل الثاني العلاقات والدوال 


2- منحنى الدالة القطبية 7-5126 هو دائرة في الجهة العليا متناظرة حول الزاوية 
6-0 ونصف قطرها 0.5 ومركزها (0.5,0) 


139 





الفصل الثاني العلاقات والدوال 


3- منحنى الدالة القطبية ©512--7 يكون دائرة في الجهة السفلى متناظرة حول الزاوية 
6-2-0 ونتصف قطرها 0.5 ومركزها (0.50-). 


مثال : 
ارسم المعادلة القطبية © 005 +1 -/7. 
الحل : نكون الجدول التالي: 


150 | 150 135 |120 |90 |60 | ك4 20 0 8 




































































7 2 | 1.5866 | 7 1.5 1| -05 03| 3 0 


والمنحني الناتج هو ما يعرف بالمنحني القلبي(السكلوئيد) 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


قواعد 3: 
1- منحنى المعادلة القطبية 056--1-/ هو منحنى قلبي "02101010" متناظر حول المحور 
القطبي» ولكن يكون بالاتجاه المعاكس وذيله لليسار »وطول محوره الأكبرح 2 »وطول 


محوره الأصغر 1 . 


22- منحنى المعادلة القطبية 1+5126- هو أيضا منحنى قلبي قمته للأسفل» وذيله 
للأعلى متناظر حول المحور “0-90 » وطول محوره الأكبر-2: وطول محوره 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


3- منحنى المعادلة القطبية 7-1-5186 هو منحنى قلبي أيضا قمته للأعلى ٠»‏ وذيله 
للأسفل متناظر حول المحور “0-90 وطول محوره الأكبر-2»: وطول محوره 


لاه :متحتى "البعادلة القطبية اده بادرس كاتنت قلنى «طول اه محوروية 21م 
60 


وطول محوره الأخر © . 
مثال: 
ارسم المعادلة القطبية 0ه تدر 
الحل : نكون الجدول التالي أولا ثم نقوم بالرسم كما هو موضح أسفلة: 


8 0 20 225 200 90| 270 | 10 2315| 330 0 
































7 1.5 1 07 0.6 0.5 2.5 2.3 2. 2 15 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


ملاحظة: 


بصورة عامة يكون منحنى المعادلة القطبية | 


110 
|مدم دم فندها كرون 46ج 
0600530 


حلزونيا 'أماعهسنة" يكون قطره >27» بحيث تكون المسافة من نقطة الأصل إلى الرأس 
4+7 .ومن نقطة الأصل إلى القمة 7/-24» أما محوره الأصغر فهو © . 





510 


بصورة عامة يكون رسم المعادلة القطبية | أضغم -م و8 >0 يكون حلزوني 


260506 
مع لفة "م100 5غ عمزعدمسن]"» طول محوره الأكبر 0+7 وطول محوره الأصغر 2 حدم 
وطول قطر الدورة © . 
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الفصل الثاني 


مثال : 


ارسم منحني الدالة 2-0 دم 1 


الحل: 








العلاقات والدوال 


ارسم المعادلة القطبية التالية : 26 12و -/7. 


210 








225 








210 








160 








10 








6 | *0 | 30 | 45 | 60 | 90 |'120 | 5 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 
مثال : 

ارسم المعادلة القطبية التالية : ©0053 -/. 
الحل: نكون الجدول التالي ثم نرسم لنحصل على الدائرة الموضحة أسفلة: 


8 30 20 2145 2100 0 120 135 150 10 


















































7 1| 566 | 07 0.5 0 | -0.5 | -0.707 | -6 -1 














ملاحظة: لرسم أي معادلة قطبية من النوع (0540عم-م أو (51266م-/ فإن الرسم عبارة 


عن زهرة ذات2 ورقة إذا كانت 7 عدد زوجى ويكون زهرة ذات 7 ورقة إذا كانت 77 





عدد صحيح فردى . 
مثال 
ارسم المعادلة 6 ع256/ - م 
الحل : 
- 0056م ج . / دمر 
6053 
2-0 


وهو خط مستقيم يوازي محور الصادات 
وعلى بعد م منه. 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


منحنى المعادلة 656606 -م هو خط مستقيم عموديء» يقطع جزءاً من محور 2 








بمقدار /. 
مثال : ارسم المعادلة ©ع656/ حمر 
الحل : 
# - مأو جه دع حمر 

51 

دير 

( أنظر الشكل المرافق) 
نتيجة2: 


منحنى المعادلة 5606/ -م/ هو خط مستقيم أفقي يقطع جزءاً من محور 7 بمقدار 
ا 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


>2 أمثلة محلولة 


1 - أوجد نطاق ومدى العلاقات التالية: 
((4(,)5,6,ة),(1,2)!  ,  -‏ ((3جى),(1(,)5,2,ه)!- مر 
الحل: 
- نطاق العلاقة 46 هي [14,5,0-(/)0/ 
مدى العلاقة ل هي [1,2,3) - (0/)/ 
- نطاق العلاقة ,0 هي (1,3,5! - (,/)0/ 
مدى العلاقة ,هي [2,4,6! -(/)/ 


2- إذا كانت 7 علاقة نطاقها [1,2,3,4! معرفه كالآتي: 


إندك دير : (نرجد)! -مز/ 
أوجد مدى العلاقة ؟/» ونطاق ومدى العلاقة العكسية! / . 


الحل: 
نوجد مدى العلاقة [(4,16) ,(1,4(,)2,8(,)3,12)! -0/ 
(4,8,12,16! - )22 (1,2,3,4 - 0/ )72 
(1,2,3,4 - و مر (4,8,12,16! - )م 


3- أوجد نطاق الدالة 31-5/.- )كر 
الحل: 


(0 < 32-5 : ع2 ]درم جه [ مع دار : ع1 درم 


06 ا < د : لل‎ ١ 
3 5 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


4- أوجد النطاق الدالة 9- تدا - تار . 
الحل: 
80و معمادرم 
(3+ير)(2سير) دو شر 
9< تراج 0<و- تر 
2 <ع م 2<3860‏ : 3< م | تت و < نراء 
(,0]3ا[3-,مم) -( 3-<م مه 3<م :معد )د,2 


5- أوجد نطاق الدالة 1/32-5 - )كر . 
الحل: 

8 -[ع قار : لعج أدر2 

7 ح- 


: 1+1 
6- أوجد نطاق الدالة لج - (ق)ى 
رو - ير 


الحل: 
| 0عمرو-ثر : عم !]| 0-ود-نر : 17 عمد 18-1 - به 
0 -(9- شرير ج 0 ديرو ثر 
0 - (3+يرا)(3 ديد 
3 دعر بم 0حر 


(3,60) لا (0,3) ل١(0‏ , 3-)ل (3-, م-) -[ 23 , 17-10 - ,2 


2-2 


3 - 7 
عر + 2 2 





7- أوجد نطاق الدالة 
الحل: 
(2-ع2 . - 016 : | - ,2 
نر + 2 


(,2-)لا(2-,م) -[7-1-2 - 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 

8- أوجد نطاق الدالة ع )6 

- اوجد نطاة - : 
10 

الحل: 


[4.ه-)-(0<م2-! 7# 3 1 - ,2 


9- بين أن الدالة 2+3 - (1)/ر دالة أحادية(متباينة). 
الحل: 
إذا كانت (5)كر - (©)ر فإن 20+3-2+3 
منها ‏ 2-7 إذا الدالة أحادية(متباينة) حسب التعريف. 


0- بين أن الدالة 7 - )كر ليست دالة أحادية (متباينة). 
الحل: 
بما أنه هناك قيمتان للمتغير 2 هما 2-- 2,22- - 3 لهما صورة واحدة 
4 - (2-)كر - (2)ك/ر وهذا تناقض إذا دالة 17 - ()#رليست متباينة أحادية. 


1- إذا كان (2-2()0-8)-32)كر أوجد الدالة (2)/ر على شكل كثيرة حدود ثم 
أوجد (3)/رء (1-)ر . 
الحل: 
6-+10- شر - ودار 
بتعويض عن 1-3 في المعادلة نحصل على 5--9-30+16-<(3)/ر وكذلك 
7 -1+10+16- (ا1حاار 


2- إذا كانت 2 9/ - 3-ر ء أوجد الدالة د)/رء ثم أوجد (2)/ر. 


الحل: 
3 تر - 1/9 - )كر بتعويض- عن 2-2 في المعادلة تحصيك 
على 3+ ١/5‏ - (دا/ . 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


3- بين ما إذا كانت الدوال الآتية زوجية أم فردية؟ 
(1) 6- شرل + ثبر - قداار 
)2( شرل - قداكر 
58 
)3( - )ار 


ودر 
)4 16+ ره + كبر - قداكر 


(5) 4- شره- ثرح قدار 





الأجوبة: 

الدالة (1) دالة زوجية. 

الدالة (2) دالة زوجية. 

الدالة ( 

الدالة (4) دالة فردية 
) 


( 

( 
3) دالة فردية. 

( 
الدالة (5) دالة ليست فردية ولا زوجية. 


4- إذا كان لدينا الدالتان 5- ر2- مردوركر 4+ دادح )م فأنجز العمليات التالية 


1 4 ولول جا ا قر ا 


الحل: 
واضح أن نطاق ومدى الدالة 2)/ر هو //-,/ وبما أن 0 <4+ د فإن 7//-,0/ 
نوجد عملية الجمع ‏ 4 + تداء + 5- تر - تر - قد)م + ودار 
نوجد عملية الطرح ‏ + + شراء - 5- تر - تر - )م - ضار 
(4 + تدل.) »(5 - ترد - كير) - ودع »«(د)/ 
لس ثز لم د دس كو لد زوك فنا ل رترت 


أما عملية التركيب تكون بالشكل التالي 


عملية الضرب 


(4+ دامر - جد)ع مر 
5- 403 + تيرل.)2 - 405 + ثرلء) - 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 





5 أير2 اثير 0 / 
4 + دير ايه (د) ى 


بشرط ل - 2,0١2,‏ عد 


5- إذا كان لدينا الدالتان د ع قتاكر لد ضرمم فأنهز ' الغملناك التالية عليهما: 


وار إن عور 4 تداتر هى). 


8 
الحل: 
واضح أن نطاق ومدى الدالة (»رهو/-,2/ وكذلك فإن (]-7/2- 2ءومنها 


2,١12, - //0-11( 





نوجد عملية الجمع 
جه بدوووور 
ا بنفس الطريقة نوجد عملية الطرح. 
12-1 0 
١‏ : 0 
عملية الضرب كت - (ل) ع« وشر) - و) و عر 
(2-1) 17حير 


طن 8 7 
أما خارج القسمة يكون بالشكل التالي: لاه مك 


(2بر - أير) - 


- (د)م - قازر ٠‏ ى) 





1 
1+ عدر ٠»‏ نوجد 71 
1-1 


بشرط م0«د[]1-/ -1[()8-م : م ,2لاء,2 


14 دا 


4 دعر 1 
6- إذا كان لدينا الدالتان عدا +1- قداكر 2 - )م فأنجز العمليات التالية 
58 


عليهما: ي««ير , ور (0(جمه/) 
الحل: 
واضح أن نطاق ومدى الدالة كرهو 2-100 .و 2-/2/-2/ منها 


(27-1-2 -,2لار2 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


د | *ض/ + - ض)م + ضار 


سد 4س ندند عو اموه بورد يدو , 


2 دعر 





نوجد عملية الجمع 


2 دير 


ذظ (عداء +0 د ضع +صار 
نوجد عملية الطرح 
2 + تيرلء عدل2 دامر جد _ 
2 +ع 
لخشكك |زرل +ن - ضام «سام 
عِبِلية الضلوري 2 دير 
(4 + تل ادل +1 _ 
2 دير 
أما عملية التركيب فتكون بالشكل التالي 
4 + تعرلء التصد 


2 دير 2 دير 











/ - (د)عم ٠‏ كر 
5- 433 + شيرل.)2 - 405 + ثيرلء) - 


بشرط 2,0١2,‏ >1 
7- إذا كان لدينا الدالتان “2 - (د)كر م + 1 - )يم فأنجز العمليات التالية عليهما: 
فار و 4 ظارردى)» جاو دي ١‏ ضارهى). 


الحل: 
نوجد عملية الجمع ‏ 2+1 + ثمد - )م + تدر 
نوجد عملية الطرح ‏ 1-م - تدع ض)م - ()/ 


عملية الضرب 2ب + ثد - )ع »)كر 
(ند + 1) كر ح (ند)ع ١‏ (د) ار 
أما عملية التركيب فتكون بالشكل التالي 22 +1)- 
22+1 +2 - 


بشرط +/ - 2,١2,‏ عد 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


8- أوجد ()ى » تار إذا كان 07د + 1) - قد)(ع مثر) . 
الحل: 
بفرض الدالة 2د +1 - )م بذلك تكون ثد - (تد)كر 
(ملاحظة أن الحل ليس وحيداً) 


9- أوجد (د)ى » تدك إذا كان (3<+2)/. - )زم مر ) . 
الحل: 
بفرض الدالة عد/ه - (د)/ر بذلك تكون (212+3) - (د)ع 
(ملاحظة أن الحل ليس وحيدا) 


0- أوجد «د)ى » تار إذا كان (8 جمدة- ثد)لة - (د)(م هر). 
الحل: 
بفرض الدالة دل - (د)/ر بذلك تكون (8 +مزة - ثير) - تداع 
(ملاحظة أن الحل ليس وحيداً) 


1-أرسم الدوال التالية على الشكل ذاته: 


5 


"8ك )رو [)-هم 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 
2- حل المعادلة ‏ 0 -(31)صذو(ة6)ومء4 +(205)61 . 
الحل: 

نلاحظ أن: +561مه عامل مشترك وبالتالي يكون لدينا : 


0 - )31 زو 4 + 62 05) 


وبالتالي أما 0 <22كومهء أو 0-(+3 مزو4 + 2) 
الاحتمال الأول يعطي : 0561-0 بالتالي فإن : 
انظ تصاييت. ورف أحرة 
53-6 2 
أو 
ك2 + 2 - مر ب م#ج2 +5 درم 


دجرة3 مزو ج- | 0-(32 مزو4 +2) 








2 
لتتاية اتيكويك .حرو نا موه 
3 9 3 
أ 
الجر امي ارهد لسوويك ‏ اود ونا 
3 9 3 3 
حيث......,0,1,2 -ع/ 
3- حل المعادلة 0 ع : وم -(21) معط ٠‏ 
الحل: 


نعلم أن 105 2-511 - 2.1 511 وبالتالي نعوض بالمعادلة فنجد : 


0 حير ومن حير ومع 1 طلو 
وتكون على الشكل التالي: 
0 د( 35 دي متع)م 6)05 


إما 


0 ديروىي ومنها [4+ ]دم 








العلاقات والدوال 


الفصل الثاني 


0 -2ز 205 جنر وأو > ( 00512 -1 511 تت ١‏ اهمه 


وبالتالي يكون لدينا : 
ير سد هر تت 


مرثعىو بير أعهو در *ومور أعمو. 


الحل: 
1 


6 
علطنو 2 وم 


دير عو بير 3ععو 


7 8 
د “وم +2 “قو 
عد “و20 “لازو 

1 


2 2 
1 1567 0907 ح سر 1 
د 26057 5117 


5- برهن صحة المتطابقة : مد ” مما +2 ثهما دمر تعهو دير *عمو. 
الحل: 
(1جم “هماد هما عم “مم +ع “مقا 
د 2567 7 ةا - 
8 <عهو(] -2عهو) - 


دعوو دير “دعوو - 


م لاس براسم 20 و0 +1 5111 
6- برهن صحة المتطابقة : لات | 
5111 2051 +1 


الحل: 
2 0 5 
(دوم + 1) دير هلو _ 20523 11, 511 


2 95+ مد 510 511 
عد “و0 +12 و00 2 + 1 جر * مأو _ 
)2 وم +101 511 


خسن 2096 


دوم +1 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


2 05 2 + 2 _ 
)2 95+ امد 51 
2 )1 95+ )2 


ح لسدد- -- 
دصنة (2 وم + 1)1 هته 


7- برهن صحة المتطابقة : 
1 05© ل صله-1 


د ملو +1 2 وم 
الحل: 
د ل طزو -1 د 0052 1 605 
(د صنو + )د وم 0 (د صذو+ لد وم 0 2 ملو +1 
دسل -1_ (ه صنو + 1)(د هذه - 1) 5 


د 605 3 510 +1)د 605 


8- برهن صحة المتطابقة : 


1-1 هما _ تدعق بر ععو 


2+1 طها ‏ دع + 2 ععو 








الحل: 
1 1 
تدطاة دوهن _ 5001-0563 
1 0 1 تدعو ديز ععو 








0051 


بضرب البسط والمقام ب هذه فنجد : 


5111 1 1 
1-ندهما_ يروون _ ترمو عزوم _ 1-0561 ععو 
2+1 ها 5111 1 1 1 عو لديل ععو 
1+ + 


051 5130 وم 





0000 561 طاو -1 ةا 
209- برهن صحة المتطابقة : - َ . 
1 205 +1 5117 
الحل: 
: 5111 
١ - 512 1 5 .‏ 
:2 105 طلة -2 ملة _ روم 3 طلز - 2 لها 
1 أطلو2 وم 0 1 بلطلو 









































الفصل الثاني العلاقات والدوال 


)2 95 - د مذ _ 
عد بصطلو وم 
1 205 -1 
2 
)1 95 - " 6005 
وعد 0 1 
1 وم +1 )د 85 - د 605 


0- برهن صحة المتطايقة : 
لتقا ماد -ئز 204 205 


1 1005 ملو +1 - 
ل -2 عو 


الحل: 
د قاد ماد 2 أمع 12 5مك 
ل عو حير 0و0 








6 : 
روم طلة _ د طةائ2 طاذ -ة أمع2 005 _ 
1 1 د 560 -ئ1 0و0 








د 05 1 للد 
3 “ملو +2 مأو 5م دير 03100 ملو ع ومه) _ د ملو مومه _ 
عد طأذ -2 5مك كد لاد -1 5م 
205 ملو + 1 ع بر “ مثو +32 6أ5 2 205 + 2 * ومح - 


1- أوجد القيمة العددية لكل من التعابير التالية : 
1- (0552)0(,51210)0 ,(0)طصمهةا 
2- (2 )ططصذة ,(3 )طوم ,(1 )طصة) 
3 - (2 طا)طماد,(3 سصلعطاومه 
الحل : 
1- قيمة الدوال الزائدية عندما 0 -1 : 
مر _ 0 


- - > - (0)طصذة 


مل م 
-_ ح (0)طومه 
5 )20 





0 
2 
2 هي 0 
5 


0 - / - (0)طمةا 


آذ سس سبي 
1537 


























الفصل الثاني العلاقات والدوال 


2- قيمة الدوال الزائدية عند القيم المعطاة: 


2 -2 














جب 
(2 11110 
5 (2 اطماد 
3م ثم 
- (3)ط 
7 (3)طوم 
0-0 
- 0 5 
لمعت ص 2 _(1)طصاكد 1 
6+ م62+8 (52)1م» 
2 
3- قيمة الدوال الزائدية عند القيم المعطاة: 
3 1 
2 --2 2 - 182 
دم ته م 
4 2 2 2 
1 
١ 341‏ قو 13 
ف 3 بح ك - (3 سلاطومء 
6 2 2 
34253 (2 ما)طماد 000 
كه 5 4 (2 طعطومه 
2 روه هيكة العلاقات. اليه 
1- 5م ير طمزو +ع طوم 
2 - لد ط[وم 1د طساو 2 ع نز 2 طلصاد 
50-3 م حير ملو - طومه 
4- بر طمنو -ج * طاومه - 21 طومه 5 2207م عي ع 1 دير 2 طامء 
يد 2 
6 - : 0 - (د مطل)طصةا 
1 + ير 
الحل : 
5 + 56م 350 م6 بام . 
م - 7 ! 1 -2 طمذةو + طومه 


ل لاوم 5 ططاو 2 -2 طملوع طومه +2 طومء 2 طماة - 212 طمزد 
د - 87 6ت 
ل سير م6 +54 م . 
6 3 35 دعر طصمتة د طومء 


عد ة طمنو -2 2 طومه ح ند طمتوع طمنو ع طومء طومه - 22 طومى 


1568 























الفصل الثاني العلاقات والدوال 





2 
1 أطوم 
بت2 -ح ]سير “طا 
ل لاد 
5 1 عد طمنو جر * اوم 
5 - لبي د بد -- 
ل لاد 1 لماك 
1 
0 كت ع0 ماك 1 
1 تير م5-6آم 
حت - لجدح با بح - ا ماع)طصما 
1[ دعر 1 مس تعاق 
للدي 
1 


3 أكتب كلاً من المعادلات التالية على شكل لوغاريتم : 
1 0 
52-26 و 814-3 و72-49. 
الحل : 
- نأخذ 7/ الطرفين ده - 052 منها نحصل على 121-1825- 2185- نعلم بأن 
1-0ه1 منها 25ه1[-- 2185-. 
- نأخذ مدآ الطرفين 1081-1103 : 


- نأخذ مآ الطرفين 75-49 منها نحصل على 1849- 2107 . 
4- أكتب كلاً من المعادلات التالية على شكل أسي : 


دج رع108 و16-4رع10. 


1 
من خواص اللوغاريتمات نحصل على 2 - ي ,108 فإن المقدار يصبح 


3 


من خواص اللوغاريتمات نحصل على 4 - 16 و108فإن المقدار يصبح ”4 - 16. 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


5- أرسم الدوال التالية على الشكل ذاته: 


3 


]دمر و م حبر 
الحل : 








1 
ترعه1- دعه1+ 30082 و 122-[(2 اراك الل 
الحل : 


2 
من خواص اللوغاريتمات نحصل على :رع10--3105 - برع10- 2 ع108+-3)01082 منها 
1 
1 
)م 


58 
ال على شكلم - وم تمرك 


2ج 5*2 





2 
نحصل على: 8 - نرع10- 2 مهاد رهما- 2وواة 
1 1 


6و5 





ويك -2 10 - [(2 0-0000 منها 
+1 2 2 





100 











الفصل الثاني العلاقات والدوال 
7- حل المعادلات اللوغارثمية التالية: 
4 - (2+1 5 )روع10 و 104- (2 -ت2ت)م !| - (1 +ت)ص !1 . 
الحل : 
- من خواض 'اللؤغازيتمات: تخضيل- على 81- 1-37[ رك 4ح (52+1) 108 'منها تحضل 


طلي “حا ج80 -م5 هذا يؤدي إلى أن 2-16 





- من خواص الدالة .آ نحصل على 154 - - ماج 114 ع (2 )صا - زر[ + )ما 
5 
1+1 
منها نحصل على 017712 0 منها تكون 
5 
7 
كان 
3 


8- حل المعادلة التالية: 
0 ع الختور سير , 

الحل : 

نساوي المعادلة بالصفر فنحصل على: 

0 -(222 -1) في هذه الحالة يكون لدينا احتمالين : 
1. الاحتمال الأول :0-ير 
2. الاحتمال الثاني: 0 -2*1م-1 2 حهمه "“م-1- 2215م حهمه 2262-1-0 
منها دار 


(1+ر) 
(1-مد) 





9- أوجد مع الرسم الدالة العكسية إذا كانت - قاكر. 
الحل : 
واضح إن [17-11 ج- 7/0 :كر 


2 :0 1+ 
أولاً: نبرهن أن الدالة تقابلية كر ونطاقها (270-11-,2 و2 © يد, بد ”ابحيث 
جارإن 





161 





الفصل الثاني العلاقات والدوال 





2+1 _ 1+ لد 





ج (ية)/ -(3)/. منها نحصل على (1-:1()3+ ي3) - (1- 1()3+ 31) 


2320-1 1- لد 
وبفك المقدار السابق نحصل على 1- و23 - ,ةد ع 1 - رنة د - ةا د منها 
وذ - رذج 23 - 21 ج بد+ را - 1+ 3- إذا الدالة متباينة وكذلك فإن الدالة غامرة 
على مداها #/ - ,7 إذا )يم تقابلية . 

1+1 


التريطن كن رار والتفير بن اويعطيدا 7 كاز وكيا تحصيلعلى. |[ بك رد نهار 
1 اال 
هذا يؤدي إلى 2+1 مر -در منها نوجد + من العلاقة السابقة كا 

3 : 


1+ 0 
:. الدالة العكسية هي -22-- (م)'/ 








1 


0- أوجد (مع الرسم) الدالة العكسية إذا كانت 2/77 ج-6//:/ر و 2+1(3ز) - تد)ر. 
الحل: 
يمكن بسهولة برهان إن الدالة (3)/ تقابلية و نطاقها // -,/ و,/» 31د " 
1 1 
17+ 2) - 1(3+ 3) ج (يد)/ > (3)/ منها نحصل على 


ود - وداج (1+ و2) - (1+ 1) 
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الفصل الثاني 


إذا الدالة متباينة وكذلك فإن الدالة غامرة على مداها 
7 ,م إذا ضكر نقابلية . 


1 
التعويض عن (1)/ بالمتغير نر يعطينا *(2+1) -بر 
التحليل بدلالة 5 يوصلنا إلى 1- 7برعدير 
“. الدالة العكسية هي 1- تمد - (د)ت/ر 





العلاقات والدوال 





1- أوجد (مع الرسم) الدالة العكسية إذا كانت 3-(10)4+2-(32)/. حيث 


77ج (مم,2):/ . 
الحل: 
أولاً: نبرهن أن الدالة تقابلية 3-(2 +)م1 - )كر ونطاقها 


(2<0جد :لعجا ,2 ومدها 77 -,8 و ,2ك يدورد ”" نجد أن 


3-(2+ يهها-2-3+ بع)صاج (ود)/ر- (,د)/ منها نحصل على 
(2+ 123 - (2+ 12037 وبفك المقدار السابق نحصل على 


3 - وداج (2+ يذ) - (2 + 1) 


إذا الدالة متباينة وكذلك فإن الدالة غامرة على مداها #/ - ,7 إذا م)/ تقابلية . 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


التعويضص عن )كر بالمتغير ,رد يعطينا ‏ 3-(7-12)13+2 التغيير يعطينا 
آم-(2 بير) - تع 
التحليل بدلالة 53 يوصلنا إلى و عه يديوه زو موز 
. الدالة العكسية هي 23-2 - (د)' /ر 








2- أوجد (مع الرسم) الدالة العكسية إذا كانت (3,©6) ج-70//:/ر 
وو ورك زور 

الحل: 

أولاً: نبرهن أن الدالة تقابلية 3+ 7" - (2)/ر ونطاقها 7/- ,2و نحدد مدى الدالة 
بما إن مه> 29م >10 منهام > 3+ 2م >3 إذا (3,6] - را و ,2ك ودود 9 
نجد أن 
3ع الخد دوي الاوك (نر)كرت (زدار متها تمضل. عل يرح يرح توم إذا 
الدالة متباينة وكذلك فإن الدالة غامرة على مداها #/ - ,م إذا 2)/ تقابلية التعويض 
عن مي بالمتغير هر يعطينا 3+ 79“ -رر التغيير يعطينا  2-1+103‏ نز 16[ 
التحليل بدلالة 3> يوصلنا إلى 1+-183-:2-12 منها 1+(1-10)2-3 
. الدالة العكسية هي 1+(10)3-3-(2)' /ر 





104 











الفصل الثاني العلاقات والدوال 








3- أوجد الدالة العكسية إذا كانت؛ [0,2>-) ج (مه,6:]0ر 2+ 2د-- (دار. 
الحل: 

أولاً: نبرهن أن الدالة تقابلية 2+ تمد- - ()/ر ونطاقها 7 -,2/ 
,2ك يدوبرد 3 نجد أن 2 2-2 + 2ج (بداثر -(1)/ر منها نحصل 
على - 7- وبما أن يتد, تاد غير سالبان فإن : دح 7 إذا الدالة متباينة وكذلك فإن الدالة 
غامرة على مداها #/ - ,7 إذا ه)/ر وبالتالي فهي تقابلية التعويض عن 3)/ بالمتغير «ر 
يعطينا 2+ ثوب دمر 
التغيير يعطينا برز-2 - 42 وبما أن (0,6] عتدفإن ‏ /-2/. ب 
”. الدالة العكسية هي د-2/.- (د) كر 
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الفصل الثاني 





4- أوجد نطاق الدالة د-1/4- 30)/ر ومداها ثم أوجد دالتها العكسية واذكر نطاقها وارسم 


بيان الدالتين على نفس الشكل. 
الحل: 
واضح أن الدالة د-4]:- (تزر نطاقها هو : (4كتد دا - (0<تد-4 عند راح ,72 
وبذلك يكون نطاقها [4,»-) - ,2 . 
أما مدى هذه الدالة فنعلم أن الجذر موجب دوما وبالتالي: (©,0] - 
نوجد (د)'ير بما أن -4/.- )كر منها يكون لدينا : 
ير-4-ثمر ج د -4 دنر جح د -4/.- فاكر 
نوجد الدالة بدلالة المتغير:ر على الشكل التالي: 
تر-4- وضاتير جد برسودر 
بذلك يكون لدينا: (م,0] - ضر درم 


بل . 





45- حل المعادلة | 95 -1 ٠.‏ 
الحل: لحل المعادلة السابقة نوجد قيمة + على الشكل التالي: 


.0,21 -<م ‏ . 22 +0.7227 در جح 2 -ز و00 جح »م دعر 

















166 





الفصل الثاني العلاقات والدوال 


6- حل المعادلة ‏ 7-+0532ع10 على الفترة| 2,5 -] . 
الحل: 
نوجد قيمة 1 على الشكل التالي: 


+ 2.34 - 6 1و0 دير3 اح ف :0532© 
10 10 








بذلك تكون قيمة .....0,2122 -4 ,26ل ا دير 

نلاحظ انه : من أجل قيم 1 المختلفة نحصل على الجدول التالي: 

هذه القيمة مرفوضة 7 دير هذه القيمة مرفوضة 4 دير 2 -<ع 
هذه القيمة مقبولة 1- دن هذه القيمة مقبولة 3- حر 71 م 
هذه القيمة مقبولة 1-1 هذه القيمة مقبولة 1 تر < ع 
هذه القيمة مقبولة 7 دنر هذه القيمة مقبولة 6 دير 1[ عم 
هذه القيمة مقبولة 1-5 هذه القيمة مقبولة 7 حدر 2 -<-ع 








7- حل المعادلة -١‏ | إضفده على الفترة [ 20,20 -] . 


الحل: 
نوجد قيمة 1 على الشكل التالي: 
1 مك - -١‏ | |حنوه 
6 2 2 


نوج لمق لد 2 0.1674 - جد 1 7 +0.1674- 2 بذلك تكون قيمة1 
على الشكل التالي: 4/7 +5.9484 د , +/1-0.3348+4 

نلاحظ انه: من أجل قيم ....2+,1+,0 -4 المختلفة نحصل على الجدول التالي: 

هذه القيمة مقبولة 8- حدر هذه القيمة مرفوضة 9 دنر 2- -عم 
هذه القيمة مقبولة 6 تر هذه القيمة مقبولة 3- دير ادم 
هذه القيمة مقبولة 4ح زر هذه القيمة مقبولة 8 در 0 دع 

هذه القيمة مقبولة 5 دنر هذه القيمة مقبولة 2 حد تر 1 ع2 

هذه القيمة مرفوضة 8 حير هذه القيمة مقبولة 6 -ح تر 2 ع 
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العلاقات والدوال 


الفصل الثاني 
8- حل المعادلة ‏ 2--(52)مزو3 على المجال [0,1] . 


الحل: 
نوجد قيمة 2 على الشكل التالي: دده 2 |امتعسيه - - (تكامةة 


يوجد قيمتين لير إما + 5.55 - 0.73 ع2 ع تج 2 + 0,73- د يرد 
27 + 3.87 - ع +0.73 دع ديرد 














أو 
حيث ...,0,21,22 - / 
5 27/6 27/6 . 7 ا 
وبالتالي يكون: إما 11م أو حي انجد لعيم المناسبة للمجال المعطى: 
هذه القيمة مرفوضة 2 -2 | هذه القيمة مرفوضة | 0.146--2 | 1- -/ 
هذه القيمة مقبولة 4 ح تر هذه القيمة مرفوضة 1-1 0 - عم 





وبقية القيم لم كلها تعطى قيم مرفوضة والحل الوحيد هو 0.774 -12. 
نلاحظ أن: حل هذه المعادلات يحتاج آلة حاسبة علمية أو جداول الدوال العكسية. 


9- ارسم المعادلة القطبية ©5158 ادم 


الحل : 
6 , 2-1 منها م > .. هو منحنى حلزوني. 


نوجد قيمة كلا من: 
































آذ ات سس تبي 
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الفصل الثاني 


1-ارسم المعادلة القطبية 0 -م. 


الحل : 


0.5 


(0- ارسم المعادلة القطبية © م[ عدم 


الحل : 














230 








215 
-2 








200 
-23 








2200 
-5 


109 








50 


1.5 








200 
1636 








245 


1.2 
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العلاقات والدوال 


















































الفصل الثاني العلاقات والدوال 


5اع5 2121217 2123 407711 7 ع5 2 3201 امآ 
]0 أهد عط 15 , 7 >< 2 ((5 لعاممعل, 7 مه 2 015 1006م ممزوع تيه عط]' 


:5215 1و نر مه 2 عد عتعطاى 08 0628 5ل -1 





عبر 001 24 > 2 : (0[ ,)1 - ل[ »ا ور 
»ل ح 0 15غهط) 2 »ا ل 015 أع5طنا؟ نإلتة 15 1 ما 1 11م © تماماء نم 
كله معد عط وز , )7/0071 لم أممعل , 7 ما 2 صمت © طمتماء: ذه ستقصامل خم 
[لء «رجد) :2 عدا - )سم :15 أهط]1' , “اج (مر ىة) أقطا اعدو لا عير 
لله 015 أع5 عطا 15 , 071900 7 0ع أممعل , 7 ما ل حنامك6 6 1متنهاء1 01 عومة] 
70 (مررد) تلاك سر - عل ) 7027196 : 112615" 1 8 زم 62 أقط طاعنة عبر 
15012 101د1اء1 2 7215 015 126101ع1 عول121 عطا, 7 10 2 خآ امتاهاء] 2 7/015 ]1 
كك (ترئد) :(درنر)! - 1ج : ونعوط ؛ "6 برط لعاممعل كنلمة 
2 >2 الاعممعاء طاعدء م10 كمع 3551 غقطا 7 10 28 جامع]آ ممتهاع] 2 15 1 0 0 ار 
. لاع تدأير اتلعمطرعاء عمه تزآمه ممه عمه 


:1 ع1 53151165 غخقطا 7 ما 2 حطمنة وملماعء] 2 15 كر 102أعطنة حر 
ل - ,0 -]آ 


2<مز برع 77 كرك 2 بجد) 2710 كرح (رجة) 16 -11 


0115625 001261015 721اء15آاىر 


: تغط ,ك0 اعت 90 عله 69 2120 69 / 1 


)ع + ضار - لام + ير) -1 
ضام ضام - صلام »د/) - 2 
,ج02 رطعم "ا موصعم لخلك ‏ ]ده 





(د) ىع 4 


: 1111111011 01 00122205161012) عط]1' - 


: لاعطا , 1121105 580 علتد (2 )ا ى لمة (عد) كر ]1 


عتتعط؟ , ((داع )كر - (ز )(م ٠‏ ثر ) :لآ 0عمقع0 15 سي ٠‏ ير 6105ع0ن1 ع]51وممطزهمن) عط" 


. وعد ب2[آام 


0 


عتعط؟ , ((مد) كر)جى - (طا )(كر ٠ع‏ ) :لإ6 0عمقلع0 15 ي هر 1105ع0ن1 ع511وممططهمن) عل" 


سعسعطعطعجهجهعههًخااالصب_ ١١١١ل‏ دسسوسْوسسفجج اده 


100 


الفصل الثاني العلاقات والدوال 


. © عد 2,2 

: ا ملاع طنط معت لعللدء 15 (د )عر 0ع صدة عط - 

.رط ع عد" , (داثر - زد )ار 

: كا دمأعصنط 000 0ع1لء ك1 (عد) كر دم لأعصظ عطال - 

ع عد” , (د)اثر - - رمد )ار 

ع 1١‏ [ جح 2 دير 0ع طنظ عطكط1 - 

: ,2ط ع ود ,د 101 11 مامتأعصلظ عمه -م) - عم0ن 

( يلد ) كر #6 ( 2 ) رج ريلد د 13 01 ود ع رد جح ررد )كر ح (ند) كر 

: 11 0 أع طن -0- و0 

7ع رم 0111 زدا/ر ح بر كقطا اعند 2 ع عد 2,3 عمر " 
00 15 كر مصة عمه -ه) - عو وز 7 11 ععطع0010م5ع0»011 عمه -0غ - عم0 
كط ير 7اعطا, ععطع020م5ع2»011 عذده -10 - عم 15 , وم )كر ع بر لاج لز نكر 102أعطنط عط1 ]1 
.() أثر عند 0مة ع جص د تير غ00 طعرو , "كر عأممعل , ممتأعصية مومع كمذ مه 

: 1111210105 1122011110601 21201 1501112060- 
,10 عد" , 14 > عد )كر تأقطا طعدو 17 تتعططتام ه 15 عتعط 11 
عا 01 50120 “اعممنا مه 17 2[1ء 0ه , 2 01 3607 تام لعلصتامط ك1 كر أقطا تود ع ثلا 


1122101 
رع عد" , 7# ح (د)ير : أقطا طعددى 7 ممتأعصسظ عط] 11 


عط 01 لصتاوط ع101 2 72 11دء لد 2 ذه 101ع6 تام لعلصناهط6 كر كقطا تود ع ثلا 


1122101 
7 ع عد , 14 > زاكر > 77 :هط طعناد 77 ممه 17 كاءطلقتاط 050 أكلكاء عتزعطا 11 


., 2 ناه لعلصتامط 15 كر غهط) نوهد ء/1ا 


:10 01 5م177 5011 
:0 116 


و4 +1 4ه + ايو ره جد ريه ح وتاك 
101266108 لقتططزمط018م1_ 4عللةء 15 0 < 7رى» و4.4, عو ير و و 0 36 ,4 
. 10121108 131دطمه:017م 05 ععتوعل 7 320 كادطعاء آع400.ن4.........وى 4 بوك 


: 111126101 1001 :501131 
.06816 12 01 102أعطنظ لم1الططامطل19مم ك1 (مد )ىم عتعط1 جداع لء - قدا كر 
: عمل لم120 


0) فك د ورعم : متأعصلطظ عط لعللمء ء ثلا 

)و 
1 الور | 
. 7# لطة م ععتوع0 عته (د )ب لله دام عتعط/1ا 


: 11112101 7731116 معنا معطم 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


1 < (رد)/ر ‏ 1# (عد) ار 
0 > دار و (ند) كر 
[ا - رودا :( طملأعطدطظ مرعأة) 1102ع0ن] تعععامآ أدعالوع 01 


مما - (د) عر 


د لوستم عط 0غ لقناوء نه مقطا د5وع1 «وطستام تعععامة أدعنوعمع عط عاممعل [ ع ] معطلا 
7 -<[] معطا (1 + م كعد 0 

"11150110111 1:1© 5: 

2 02 1أعطتة 000 15 (د )ملو - دا/ر -آ 

لع01120 220 2م1اعطنا1 معلء 15 2 أومه - (د )كر -[آ 

ع0 320 طم 1أعصنة 000 15 2 )هما ع (مد) ير -111 

01 320 02أعطنآ 000 15 (د )امه - (د) كر -17 

1011060 220 0 1أعطناآ معتع 15 (ند اعهد - زد ) /ر -/ا 

0 320 ل0تأعطنة 000 15 داه عوه - زد )كر - 171 
:17010115 -7 

5 , 101أعطن1 000 15 © - رك مط 2 - ,2 عتعغط"؟ , اطمله - ودعي .1 


تت 


“مب 635 


در - 7 


نز طصملوم لوم + مر اأومعء2 طملة ع زمر + )اطمار لمم 





ح ودح عطاوم» - قح )كر 


65 , 1021101 تاملك 15 2 - رك لمة 2ل - ,2 عتعطل"ا , د )طاومء - دمر .2 


1 59 0 


(د) كر - 0 - عاطم - ود-) ار 
نل لصلوع طمز + نر طومء+ لاوم ع زمر +ع )طاومك لمم 
ع15لةع26 , متأعصدظ 000 15 2 - ر 6 لمك 2 - , 2 عتعطل"ا , د عطهما - دعي .3 


_ #عطمتة - _ زد )طمادى 


2 )طومه (م- )لاوم 





(مداكر - د د)طمما - ود )كر 


/ز ها + 2 طمما 0000 طمة كقة 
“لز صما طصة) +1 

25ع26 , 0لأعطتظ 000 15 2 - رك لظ ل - ,2 عتعغطال" , (تدعطا - در .4 

_ ةد عطومه _ (تحعطومء _ 

( )طمذو - (2- )طصاد 

#زن طامء + د طامه 

زر طامء د طامكه + 1 


لمعه 15 - 7 200 0 - طأومك : 1 6 - 70 ماعط و (د)رعهوة - رد)ا/ر .5 


وو ا : 


تد)طوم ١‏ صح)طاومه 


(د) ال (مد- اطامه - دامر 


- (بر جير )طام 210 


- قرحا عهو - زر )مر ع5للوع66 , ملاع متا 


0 15 - ,6 200 0 - طصاة : 1 - 2ل ح ,2ط عتعط؟؟  ,‏ (د) لعام - ودار 6 
1 1 
#)عطمتو- ‏ تتطمله 


ههه ااالسطعبب ‏ 7ه 7ه7ه 2:2 هههاه<9<١15133838383892398:تن١اج‏ اكه 


1712 


() “رح 


ح ترج )ر/رععوه - رداك م15موعع5 ,ملاع طنا1 



































الفصل الثاني العلاقات والدوال 


8- 101121 

0011131 طلة “مح زاكر 0ع11[د6 ع:173 1 عد > لطتة 0 < 2 عنام لودع تإطة نامآ 
:9-1021 

مسطاتمدع10 ع ر عم1 - (عد)ي/ر ع بر 0م0211 م78 1 عد هك عاعط6 , > ذتاء طمتتام عتكلأاومم لله :ه10 
. 47 ح ل تلوعطط 15 0ه امتاعطن1 

2ممتحطمه 21160ء ممطاتتدع 10 عطا طعطا 10 - 4ه ]1[ - 

2360131 0ع11[دء متطاتتدع10 عطا معطا ء - مه ]1[ - 

:5 17061011 عوتاءع127 -10 

(مر )طمذة دعر ج بر - (ر) ! طمذة -1 


0<سر , «تر)طوم دير ج بر - زر ) ! طوم» - 2 

#رععر , 1 شرلء+نا)صا- (د)! طمتد-4 ٍ (مر )طهما دعر جه بر - (ر) ! طضها -3 

1>1>1- , لك إورط- و) “مم6 1<م , 1- تدلء+ تم)صا- ض)' طومه-5 
حت راان 


عاد عاد عاد عد كد كاد كاد عد عد كإد كاد كاد عاد عد عإد عد عاد عاد عاد عإد كإد عاد عد عد 


1/3 





الفصل الثاني العلاقات والدوال 


تمارين على الفصل الثاني 





1 أوهد نظاق ومدق الذوال الثايتة موكيا الأجانة على خط الأعداد +2 
51+3 1 

















بحي - ور)/ه - د)/ر(ة 4 -مد| - (د)/ر(ه 
ديرق د عير ير 1 
00 4 ديرك 578 تفلا - بيرم 
4 +يدكا 2-02و- 
3 82-4 ر4- ولء 
0112 - 5 7 - 
(2 حير9) - ود) ره 0 /ر» ا (د) كر رع 


1 2 
2: إذا كانت 3 +عد7 - ثير5 ح )ير أوجد (0)كرء اك ار مع رسم الدالة. 


3: أوجد المجموع ٠»‏ الفرق»الضربء والقسمة للدالتين 10)/رء ()5 في كل من التمارين 





التالية: مي 
1 
() 27 4 » 1حيرة + تر)/ة - داج . 
3 
(0 اسح ضار ء لتنا انطتنات د و 


() 92-2(2 د صم ., ختة, - صم 
2-3 


0 م-4- صعمر . (2-1)ة - داعم 


ثم عين كلا من 7( 5/) ٠»‏ (0/031©)في التمارين السابقة مع تحديد النطاق المشرك 
للدوال. 


4: أوجد أحدى الدوال )م إذا كان:. 
() “ض +)- )و هر) وكان ثدح ودار 





1/4 





الفصل الثاني العلاقات والدوال 


(0) مد ض)م مثر) وكان 1-تدل.- ضر 


8) 2جد د ض)زودي) وكن ل ضر 
1-2 


(4) ادا ض)(م مر) ‏ وكن تداء- ضار 
5: عين أحدى الدالتين 3)/رء (31)م في التمارين التالية مع تحديد النطاق المشرك 
للدوال: )> 


ثلا د روزي غر)زة) 
رذ + ير 


1+ تن 
7ت 7جج7ج7ب 77ج اله 0 7 
#وسرو فعا )زع ٠‏ /ر) (2) 








145 
لاص ع زور رما 
دل + تر 
ا اه +21 511 2 55 13 +1 5111 0 
4- -21:1 05© 121-17 605 
0 0 
2 لطاة +2 ماد قَّ 
1 د ٠. 0 ٠.‏ 
(ر-ه) هما 7[ 5111 -- 1 5111 
1 1 
نر مر مك زر 6 6001 لنت 
2 2 0057 -12 6005 


(26)1+056 مذو - (1030و + 0ذه) + 1226و - 51236 + 2 منزو + 5126 (2) 


7:برهن صحة العلاقات العدية التالية :)> 
0 - 20 وهك + 100 05 + 220 05 (2) 
20-0 ومن + 205110 + 005130 () 


برهن صلحة المتطابقات الثالية :عم 
(50 هنو - 30 مذو + 00 - 360ووع 0520» (4) 


(60 ومه + 46 وم 2 - 26 «- 02 - 460و 05760ه (2) 
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الفصل الثاني 


العلاقات والدوال 


9: أكتب المعادلات التالية على شكل آسي وأحسب قيمة المجهول في المعادلة :» 
ىر 108 - 3 (©6) 8 ع10 - 3 (56) ند , 108 - 3 - (2) 


4 


0استخدم خواص اللوغاريتمات لفك المقادير التالية:» 
1-5/د بعه1 (2) 177 (2) 


4 


6)2+1( 5 
ٍ 8 9)2 2+ 3(7 


ع10 #) 10 ©6) 


1 : أكتب التعابير اللوغارثمية التالية على شكل تعبير وحيد: ). 
بر ع10 -(1 +2 )ع10 3 -2 ع2)10 (4) 


(4 +2)ماة - [(1 + )ما +2 ما 3 (2) 


12 احسب قيمة كلا مما يلي: » 


3: حل دون استخدام الآلة الحاسبة : 


4 : حل المعادلات اللوغارثمية التالية: » 
2 ع10 ع (42-7 )ع10 +2 ع10 (4) 
1-(22+1), ع10 ++ وع10 (6) 


”4 يع10 42) 
1 27 
8 0 ) 
107ع10 2) 
ري 


)4 125-5* 

1 
<- *81 (م 
رَ )22 


2321-02 م) 
20 2 20/1 7( 
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الفصل الثاني العلاقات والدوال 


5 اثبت أن الدوال التالية تقابلية ثم أوجد الدوال العكسية للدوال الآتية مع رسم هذه 





الدوال: ص 

(ك جم )ما - صع/ ) نكا - صم (م) 2 -5ل. - ضار ده) 

ب جدرزمه,5 )در ج ( - مدر (ه. جزم نم 
1- 

13 7 0 /ررم) (1- شم)رة مدل - فض ررمر) ثد -4 - ود )/ر(ل) 
[3,مه-) ج17 نكر (©» ,كلا إابا-] ج// ضكر 7 ج17 ضكر 
6: ارسم كل من المعادلات القطبية التالية في الفترة [0.2]:» 

6 5 5 + 3 دير (2) 6 5م 5-3 دير (4) 
6 ماد 5 +1- دمر 6 مزد 2 +2 د مر 

0 205 ديم (ص2) 0 ملو م (#) 6 ملوة +2 دم (م) 


عاد عاد عاد عاد عد عاد عد كاد عاد عد عد كد عاد عاد عد 


177 











الفصل الثالث النهايات 
النهايات 1111115:آ 


هناك كثير من الدوال التي تكون معرفة في نطاق معينء ما عدا إحدى القيم» أو بعض 

2 

000 1 در 

ِ ال 
1-1_0 ٌ 5 00000 1 00 
- - (1)/ فهي غير معرفة (ليس لها قيمة حقيقية على خط الأعداد الحقيقية) 


ا 
*: 0 1-1 

وبالتالي نطاقها يكون (1,©0)-1(0,-) ع(/ 

ولفحص هاه الدالة عند اقتراب من 1 نجد أن الدالة تقترب من 2 كما هو مبين بالجدال 





التالي: 
و اقتراب من اليمين عير اقتراب من اليسار 
حك د ضر حك د صر 
1<نر 1 > د 
205 105 15 025 
2.04 1.4 106 010206 
203 13 17 027) 
202 102 1.08 028 
2.01 1.01 19 29) 











من خلال الجدول السابق نلاحظ: أن الدالة تقترب شيئًا فشيئًا من 2 كلما اقتربت + من 1. 


.'. لهذا نقول أن نهاية الدالة هو 2 عندما تؤول 2. إلى 1. 
أي أنه بالرغم من عدم تعريف الدالة عند2-1 إلا أنه توجد لها نهاية عندما 1-1 


فإذا كانت ()/ر تقترب اختياريًا من قيمة حقيقية/ , كلما اقتربت من . فإننا نقول 
أن ()كرتقترب من النهاية ‏ كلما اقتربت من 4 ونكتب ذلك على الصورة الآتية : 
1 - )كر م ونقراها نهاية الدالة“ر عندما تؤول + إلى مهي / . 
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الفصل الثالث النهايات 








مثال: 
0 5 1< ., 1 
وضح نهاية الدالة بالرسم: ١‏ 7 -ه/ : 
01 0 
الحل: 
اقتراب من اليمين حدر م كم اقتراب من اليسار 
التعريف الرياضي للنهاية 


لتكن ير دالة معرفة على فترة مفتوحة تحتوي على عدد 4» فيما عدا العدده نفسه» وليكن/ 
عددًا حقيقيًا عندئذ العبارة: ل - 0د)ر اقل 
تعني أنه لكل عدد حقيقي صغير 0<م6 يوجد عدد حقيقي 0< 5 بحيث- يكون: 
65> | حند | > 0ج ع > |2 - )/ |الرمز 6 يقرأ "مه1زومء" وهو مقدار موجب صغير جدا. 
والرمز 5 يقرأ "1618" وهو مقدار موجب صغير جدا ملائم للعدد 6 . 

م >|2- هر | » 6 >|م حر | 


ع > كر > ع- عه 86> حتثرز > 8- 


ع +رم > تتاكر > ع -ر 7‏ ->ه 6 دن كنز > 3-8 
(ه+لم , عحطاك )كر هه (8-+0, 8-ماء د 




















الفصل الثالث 


مثال: 


إذا كان لدينا الدالة 1++2 - (د)كرء فأوجد نهاية هذه الدالة عندما 1ج-2 . 


لاحظ الجدول التالي: 
1.5 1.1 11 121 9 0997 
220020002١ 02 3.2 4‏ 8 2928 
































4 )212+1(- 2)1(+1- 3 


بتطبيق التعريف الرياضي نجد: 
ع > اطع ضار 
8> | 3 ]اوه 

© >]2-2 
>]2)2-1 
2+ ع> | 1-ئز | | 2 





- ذا 
2 





يمكن اعتبار - - 85 إذا كان 1|>8-+ | فإن 
م>3- تي | 

إذا كان 0.2 - م فإن: 

إذا كان 0.02 - ع فإن: 

إذا كان 0.002 - م فإن: 

إذا كان 0.0002 - ع فإن: 


إذا كان 0.00002 - م فإن: 1.00001>ج2 > 0.99999 > 


161 








1 >2 > 0.999 هه 


1 >2 > 0.9999 ه» 


09 
2.8 


1 >2 > 0.99 -ه» 








0.5 








النهايات 


ار 





1 >2 > 0.9 > 3.2 >(17)/ر >2.5 


2 > قد)ير > 2.98 


2 > (3) زر > 2.998 


2 > (3)/ر > 2.9998 


2 > (1)/ر > 2.99998 



































الفصل الثالث النهايات 


النهايتان اليسرى واليمنى 5]|١اذ|‏ 81011 300 ]عا 
إن قيمة حدود المتوالية ل .......ج, 


7 





ا هي بانشزران أضفن من:-2 
وعلن هذا فإننا 'مفول: حر قبية كدي "تقترود مرق رم اننا ند بتكتو 32 وو جريوالمال افيه 
د في حدود المتوالية ...بم .1 هي باستمرار أكبر من 2 
ونقول في مثل هذه الحالة أن تقترب من 2 من اليمين» وتكتب. *2 ج+-2 ومن الواضح أن 
وجود العبارة (6)/ 1# تستلزم وجود تساوي كل من نهاية اليسار (4)/ انثقط ونهاية اليمين 


()/ #ا على أن وجود نهاية اليمين» لا يستلزم وجود نهاية اليسارء والعكس صحيح. 


مثال: 
إن مجال التعريف (النطاق) للدالة د 9/+-/م/ر هو الفترة 53 >3-», فإذا كان 
أي عدد في الفترة المفتوحة 35> > 3-» فإن شبد - ول. ورزئة موجودة وتساوي 22 - 9/.: 
لنعتبر الآن 7-3 ولنجعل #تقترب إلى 3 من اليسار أولاء فنجد 0- 2د- 9ل ##نت أما إذا 
جعلنا 2 بعد ذلك تقترب من 3 من اليمين فإننا نجد أن شد - ول برقل غير موجودة ؛ 
لأن 7 - 9 يكون اننا عندما 2<3», وهكذا نجد أن 2د - ١19‏ ,نل غير موجودة. 
بالمثل: 
نجد أن 2د-ول. ل موجودة ومساوية للصفر ولكن #د- ول غير موجودة 
وبالتالي .1/9 غير موجودة. 
مبرهنة 111©01:6111 : 


يعون للدالة نكر نهاية معرفة وموجودة ل - (د)ر اقل إذا وفقط إذا كان: 
لط - قتاكر ددلقط - (د) ر 1111 











1682 











الفصل الثالث النهايات 


مثال: 


2-2 ,. 2> 1 


2<1 , [1ب+ثر 
الحل: 
نوجد النهاية نمن اليسار واليمين فنحصل على القيم التالي: 
النهاية من اليسار ‏ 1-(2 - 2) شط - (د)ر قل 


النهاية من اليمين 2 -(1+ أبد) رس - (د)ر 1 


1[ جير 


بما أن 5)/ «رلط + (د)/ «رقة ‏ إذا ()/ #الة غير موجودة 


يقال إن ()#دالة أصلية (تكامل) لدالة )مر إذا تحققت العلاقة التالية : 
دقار - ود)7 4 
70 قل 


أي أن بمعنى أن تفاضل )م هو (1)/ أو المشتقة (د)/ر - 0 
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الفصل الثالث النهايات 


مثال: 
هل توجد للدالة نهاية عندما 1تؤول إلى 2 
2 > يج ب 3# 
0 الدالة . 
م + 2+1 لمكم 
الحل: 
1- قد - 3) رط - ودار 1117 
5 2جير 
5 7 : ع8 شط - ودار 1 
2 جر مي 
)كر قط عد 3 ) كر 717777 
جر مجر 


ومنها نستنتج إن (د)/ :2 غير موجودة 








مثال: 
أوحد غباية الدانة #كنلط ‏ ور عندما 0 جز مع رورسم الدالة.. 
الحل: 
بالضرب في مرافق البسط ل تجلته تتلا بوذا د ازع) مر هنا 
4 - 4 دير بر - 
(2 + 4 ع يريد )عر نجد 
1 1 1 : 
مما ع 


4 3 ا هايم 22 4 دصياي :8ه 
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الفصل الثالث 

















مثال: 
ع 4 تر 
أوجد نهاية الدالة 075 عندما 2 جدير مع رسم الدالة. 
الحل: 
نعلم أن -”ى 4 - 47> «من1 وبالتالي يكون لدينا: 
717 د 1 
ع _-- 
حيط ل كت دزو وباصبال صمو وهو و :ديم يذلك يكرن لدينا : 
و 
1 2 1 2 عدو ل “27حكر 
<--2 س يو - 22223- ملا - طلا 
3 2 3 3 3 ثير تجتر )رومن 
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النهايات 











الفصل الثالث النهايات 


حساب نهاية الدالة 5أألاا وما31؟ 01 د5علاواملاءء 1 عأومع وام 
لحساب نهاية الدالة (د)/ر عندما © <+-3 نعوض في هذه الدالة عند م -2 وقد نحصل 
على المطلوب كما يبين المثال أدناه وقد لا نحصل عليها عندئذ نتبع طرق أخرى سنتطرق 
إليها أسفلة. 
مثال: 
أوجد نهاية الدالة د - (د)ك/ر عندما 2 جمر. 
الحل: 
بما أن دح (د)كر نبحث عن نهاية ()/ عندما :دتؤول إلى 2 
ل ا 


وهذا يعني أن (1)/ تقترب من 4 عندما تقترب 7 إلى العدد 2. 


مبرهنات في النهايات: 5أأمأ | مأ 5ماع15601: 
1. نهاية المقدار الثابت .)سداكصه© 04 )نسطا1 
لدالة م - )كر نجد أن 10 - د )رارقل . 
مثال: 
أوجد نهاية الدالة5 - )كر عندما 3 ج2ر. 
الحل: 
5 - (1)/ #ك منها نجد أن النهاية تساوي قيمة ثابتة وهي 5. 
2. نهاية دالة كثيرة الحدود: 
لدالة د - )كر نجد أن ند ارط - جد )/ انزقط . 
مثال: 
أوجد نهاية الدالة - (د)ك/ر عندما 3- ج12. 
الحل: 
(3-) ند #ررذة - (1)/ برط منها نجد أن النهاية تساوي قيمة ثابتة وهي 3-. 
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الفصل الثالث النهايات 


3. نهاية مجموع دالتين .5د0ناعنا؟ سباك 06 انسا] 


لتكن الدالة (د)م + (د)كر - (د)/ حيث (د)م , (د)كر دالتان في 2 فإن: 
(ض)م + ضار) بط - ود)] 1 


تداع قط + جد ) كر 7777 ح- 
مثال: 
أوجد نهاية الدالة (2ر5 + تمرم) - (د)ك/ر عندما 2- جدرر. 


الحل: 
8--48+20- - 2(2-)5 + 2(3-)6- نزرد 44 + رم 44 - وثرة + قرم) 44 


4. نهاية فرق دالتين .كدم6)ع طن ععدعمء لط 2ه أتنصا1 


لتكن (د)م - (د)ير - (د)/ حيث (د)م , (د)/ دالتان في #فإن: 
ض)ع سل - خت)ثر سل -(ض)ع - ضتار) برشل - جد)/ نضل 


مثال: 
أوجد نهاية الدالة (مر- *+2) - (د)كر عندما 1جمر. 
الحل: 
3-1)-*(2)0 د ثر 1 - 2 44 وثر- ثكير2) 44 
وعموما إذا كانت: 


+ ضكر + ضار + حك (قق) بكر عد د ) جر + د) كر - هد )1 
حيث تدارر , 2)دكر, مط ا اه ل 00 ررب 0 كز سوال في فإن: 
)رك فننظل < )ررك تنش خ......... ع هد ) ور ورشل + جد) ور نشل خ جد ) ور شط - ض) 1 نفل 
مثال: 
لتكن الدالة عر+ 2ر3 + تمر2- #م - (د)م أوجد نهاية الدالة عندما 1ج-+. 
الحل: 
ا اه اوسا و 1 


-)1(*-2)1(5 + 3)(2+1 - 3 
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الفصل الثالث النهايات 


5. نهاية جداء (ضرب) دالتين .كدمتاعصد؟ كاعد1هام آه غتسا1 
لتكن (زند)م.(د)ر - (د)/7 حيث (د)م , #)/ دوال في +ء فإن 
دمع نسل »ضار سل - (جت)ع »جار ) بسلا - ض)1 نرضل 
مثال: 
لتكن الدالة (1+ 2د1()5- 22-) - دم أوجد نهاية الدالة عندما1- ج22 . 
(1+ قدة)(!- قرف) بطل - ض) 1 نشل 
(1+ ثرة) 4 “22-1 2) 0 -- 
6 -(22+1-)6) »«[1- 1(5-)2-) - 
وعموما إذا كان (د)/ عبارة عن جداء عدة دوال 


(2) بكر » >3 2ق ) بكر >< 32 ) وك »ا (30) كل 
فإن: 
(د) رك 17777 »ا كدو 2ت ) ركز 772قسل »و (ق ) ركز 13772 >< د ) كل 17777 ح ند ) 7 13771 


6.نهاية قسمة دالتين .كدم0عصد؟ أمعنامنان 2ه اتنسخ1 
لتكن الدالة - زم حيث (د)ى , (د)/ دالتان في دو 0غ )م فإ 
8 7 8 


(مد) كر 17 
0 ع (مد) وى قل , امتتكتتت - | لماك ]يرن - ضام ١‏ 44 


(0د) ع الل (د)ع أم ده 
مثال: 
ع 
لتكن الدالة ض)م أوجد نهاية الدالة عندما 0 جير. 
(6 +12 2) 2777 
8 6 3 3 ا - | كج )م - )م 1/1 
1- (2-1رة) 44 5122-1 3 
مثال: 
إذا كانت 2*2 , ير - ض)مر اوجد دار #طل 
2 حير ١‏ 0 2جير 
الحل: 


نلاحظ هنا أنه إذا كان 2 ج-+ هذا يعني أن 22 دائما هي قربها من اليسار واليمين إذن 
4 د ثر شط - قد)/ برشل 
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الفصل الثالث تمعد 


مثال : 
أوجد نهاية الدالة 3 - د إذا كانت 27/ر معرفة بالعلاقة: 
3 >عر 5 تر 
, - )كر مع رسم الدالة . 
ص د ل الب 00 
الحل: 
عندما تقترب > إلى العدد 3 من اليسار فإن عبارة الدالة (د)كرهي 5 د- ضكرء وبالتالي: 
3(2-5-4)-(5-شر) برشل - (د) 7 اقل 
عندما تقترب 5 إلى العدد 3 من اليمين؛ فإن عبارة الدالة 30)/ر 
هي 13+/. - دير وبالتالي نجد أن: 
4 - 3+13ل. - 13 جعدل. شط - قار برضل 
+3جير لجر 








مثال: 
أوجد نهاية الدالة إذا كانت (5)74 معرفة بالعلاقة: 


2 
0>م .ى 2م 


الحل: 
عندما تقترب : إلى العدد 0 من اليسار فإن عبارة الدالة () ع هي 2-/ - 0)ج» وبالتالي: 
2--0-2- (2 -مع) سم د اع 1 
07جم 0جم 
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الفصل الثالث النهايات 


عندما تقترب ؛ إلى العدد 0 من اليمين فإن عبارة الدالة () م هي 2 - 0)مء وبالتالي: 
0 ع 05 - 5 مشة - داع ارق1 
*0جم, *0ج, 


إذا النهاية من اليمين لا تساوي النهاية من اليسارء وبالتالي فليس للدالة نهاية عند هذه النقطة. 


7 نهاية الدالة المثلثية .كدهناعصد؟ عتاعسمصموع”ه 5ه )نسا1 
نهابة الدالة المثلثية عندما + ج > هو قيمة الدالة عند م -ع 


مثلا: 
1ع (0 )وم0 عر وم 4 0 ح (0 )مزه ع د رزو 4 
مثال: 
أوجد نهاية الدالة المعرفة بالعلاقة: 
هر ب 5122-1 
8 ح دار مع رسم الدالة . 
-<ج و 1 605 
2 
الحل: 


نوجد نهاية الدالة عندما 2 جب 


0 -1-1- (2-1 صلة) م«شل - (د) / 7ل 


1 1 
دجير دجير 
2 2 


فوج كول الفالة بدي" اي 
0 ح زد 5م») قط ع (د) أ 717777 
7 ا 
إذا: 
0 - جدا كر مط - ودار د[ - جار 71777 


سجير حجر 2 
2 2 
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الفصل الثالث النهايات 











مبرهنة 1116016111 : 
ا ص 22 6 1 : 
أثبت أن :1 - ك2 ,ير 
6 0) ج060 








البرهان: 
لاه 1 ار 
لدينا من الشكل المقابل: الوك 5005 
0 
ج > ©0>6 2 ., رماو - طرر 
واضح أن : 6 لها > 6 مطذو لان 40 > طرا . 
كذلك فإن: مساحة المثلثن 4400 > من مساحة 
القطاع الدائري 5802 > مساحة المثلث 2407 . 





ممم - اص »ارت ل - مم 4 
1 1 
ماح - /اله «إي 0‏ - 407 4 
مساحة القطاع الدائري 40 0 
إذا: 


6و > > ©6مآوة ‏ جح سم له ا 
2 2 2 
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الفصل الثالث النهايات 





























يدرضظن أن: 6 فإن لا اد 
وبالتالي يكون لدينا: 
3 ف >1 أو 06 < -ت <[1 
06 5116 510 
1 . 1 6 صلة 2 . 
وبما أن 1 - 6 5م #ثث يكون لدينا 1 < لت رورم < 1 
0 ج060 69 0 ج060 
ات ل رو و ااي 
0ج6 
مبرهنة 1116016111 : 
أنبت أن : م 1-560 7 
6 0 ج060 
البرهان: 
نستخدم طريقة الضرب في المرافق نحصل على: 
©6 وم + 1 6 وم - ]1 0 60 وم 1 : 
بكب يي 7ج 7 :4 تبتر 1 بلي 77 7م[أكآ 
0 و0 + 1 69 0 جم 69 60 ج60 
4 : 2 
6 511 بر - 6 * وم - 1 بن - 
60 ومء + ) 6 0 ج60 00 وم + ) 6 0-0 
1 ا ا 1 57 ل الا 1 517 
2/6 ومح + 1 مهجم 6 0ج0 
مثال: 
* 1 9 00 .. 56 51 1 
أوجد نهاية الدالة المعرفة بالعلاقة: د 7 . 
0 ج 6 
الحل: 
باستخدام المبرهنات السابقة: 
١ 511 580 5 511 506‏ 
للد 7777# 2ح للدت 727713 
5069 0ج6 2 20 0ج60 
ات 
2 2 











الفصل الثالث 











النهايات 
مثال: 
أوجد نهاية الدالة المعرفة بالعلاقة: فحن 5 
60 ج66 
الحل: 
باستخدام المبرهنات السابقة: 
1 6 ماد 1 6 لها 
4 0 يي - 77 
6 وم 6 6010 4 0 جم 
1 1 
بك | ايه 2 
4 4 
مثال: 
أوجذ فياية الدالة المعرفة بالعلافة: 3:60527 0 م 
1 0 جع 
الحل: 
باستخدام المبرهنات السابقة: 
كه ومه -3)1 +2 وبرنلي دوو ةسه دوه زر 
,5 مجم 4 ير 4 مجر 
1 1 
- -(2+320) »ع 
2 ) . 4 4 
مثال: 
عَين النهاية الثالية: لا اك 17 . 
1 0 جير 
الحل: 
باستخدام المبرهنات السابقة: 
)2 ومء + )2 ومع - 1) : د ومه - 1 
م ا ل ين يي 01 
م 95 + 1( 1 جر 1 0جد 





2 2 
500 1 لله بم 8ه 05ت ْ برل - 
2 د 5مك +1 1 مجم (ي ومن +1) 22 لجم 
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الفصل الثالث 





مثال: 
أوجد نهايات التالية: 
3 

كه 0007 -2 :1 6005 0007 

511 مجم 1 7 
بح إل دجير 
2 2 

م 
1 05© 0 9 انز[ 3 
1 0 0 جدير 
الحل: 


1- نهاية الدالة + 298 ,زيم بفرض أن: , -5-م يكون 
دم ل تل 0 








5 :1 6005© 5 
7 - 7 1ك 
1 مجم 1 مجم 1 0 

د 5 

2 

7 4 ةا 1 
2- نهاية الدالة خت ببنة يكون لدينا 
1 511 بجر 

3 ٠. 

1 511 2 ' 
7مك 


00 00 
1 2005 5115 0جر 
3 








- حب قل ح 
6 5م ©5157 مجر 


5 
3- نهاية الدالة 2 2-1258 «#نك بالتعويض المباشر يكون لدينا: 
4 جير 


2 
لمش 9 لسظف و0 _ انز[ 
2 +0 1+1 0 جر 


8. نهاية قوة الدالة «معصن عثءوروط 2 غ0 )نسخف1 
نهاية دالة مرفوعة إلى أس: 


7 


صر سد |- '[ ضعم] نه 
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النهايات 








الفصل الثالث النهايات 


مثال: 

أحسب نهاية الدالة 4(5 +2نر3) - (د)كر عندما 2 جدامر. 
الحل: 

5 
١ - )10(7‏ (4 جيرة) 44 3 ”م4 ديرة) 44 

مثال: 

ع 71 

أحسب نهاية الدالة د * مذو - (عر)كر عندما 2 د مع رسم الدالة . 
الحل: 


نوجد نهاية الدالة على الشكل التالي: 1 - *(1) - ١‏ 5 ص )ير يمنا 


دجي خدجيعر 
2 2 








ملاحظة: 
إذا كانت (د)م > ()/ > )/ لجميع قيم:. التي تنتمي إلى فترة مفتوحة حول العدد» 
عدا م-2 وإذا كان 1ح تار شط , 7 - قتاع 1 


فإن 7 - قد)/ 1 


مجتنر 
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الفصل الثالث النهايات 


مثال: 

إذا كان د كا > ضيم > 212 كا. في الفترة [1,1-] أوجد ()/ 420 مع رسم 
الدالة . 
الحل: 


5 ع قوت 5ل 44 
قلح فيزوت قل 44 
5 - (د)/ واف 





ملاحظة: 
في هذا المثال نجد أنه بالرغم من عدم معرفتنا للصيغة الجبرية للدالة )/ إلا أنه 
باستخدام الخاصية 7 نستطيع أن نقول أن نهايتها هي 5/ح عندما 2 تؤول إلى الصفر. 


مثال: 
أحسب نهاية الدالة “057.62ه - )كر عندما 0 جر 
الحل: 
11-1- ثم« 0ومح - )2 06 *# 2 009 6 ح تش رير 7و0 77711 
0جير 0جير 0جير 
مثال: 


بفرض أن د ك (3)/ر ك2 518 أوجد نهاية ()/ر عند 2-0 . 


الحل: 
تلم أن 0 2-0 وتروية و 0-+ ونا 
إذن: 0 - (عد) كر لا 
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الفصل الثالث النهايات 


حالات عدم التعيين: 3565) 1010316اعاع50| 


*- ضر به (2) ؟- ضار بنك (0 
م - مه - دار «رشة (4) 0م ح (د) كر شل (3) 


في هذه الحالات تكون النهاية غير معينة» وهناك طرق لإزالة عدم التعيين. 
أو لا: عدم التعيين: م 1011 ]21 1لاتسرع م110 
ويزال بالتحليل وقسمة البسط على المقام وبالاختصار أو بالقيام بعملية طرح أو جمع؛ 
أو باستعمال طرق أخرى مثل الضرب بمرافق بسط أو مقام يحوي جذر. 
مثال: 


اتسب:فيانة الزالة 12-4 خظلتا ووم عندما 4 جد . 
4 سير 


الحل: 
0 4 - 12 +2 يه 7 
- - 17777 
0 4 ير 4 جر 


4 + 12-+2رليءه 2-12-4له 0 2 4 - 24+12 يه 
26 7ح لشت 777 
4 + 1-12 4 -ير 7 4 ير 1 
4 سير : 14-12-66 








7 - 7 - 
[4+ 2 )4 م 4ج (4+ 12+ع)(4 -م) 4ج 
1 1 
00 
1 12-4جيله 0 
- - 717771 
8 4 -ير 4جسر 
مثال: 
2 
احسب النهاية التالية . 
28 0 جر 
الحل: 
909006 0 رس تير ' 
عدم التعيين بطرت 1ك 
0 1 مجر 
ع ات 
مو الكل ١‏ عد 1-- وسو ررروع - للحتت يزيم 
رحب 2 76 امسر 
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الفصل الثالث 


النهايات 
مثال: 
ابت 2 -5 4 5 6 
اسيك الحيائة التالقة: 71-1+ ا 00 0 01 1 0 
حي انلك تون تلد اود حم اتير سد يان اآجير 
الحل: 
0 ١1حير7‏ + 1122- شرك+ ثر+ تر2- تير 
عدم التعبيئ - 007 
5 2-2 + شير د قر د قر كير اجر 


في هذه الحالة للتخلص من عدمء التعيين نقوم بإخراج 0-.-1) عامل مشترك من البسط 
والمقام معاء وبالتحليل نجد: 

(5:2-1- #ر)2-1(2) > البسط 

(2 + ثر- قر)(1-ير) - المقام 


دس > 12214 2 ف رفي 5 6 
)1 0 د 1( ”اك ال افيه للك تالف - 1 و7 
(2 + أير - ثرر )1 د مر) اجر 2 سير 2 د اير جه كير ل كير د كير اجر 
4 
([حيرة - رار حر) رن - 
(2 + شر - تير 7 

--- 4 ا-- 

51 


(22 01072007 ناجم 


مثال: 


الحيق النهاية القالية: 2-6 2 وروز 


500 3 جر 





الحل: 
000 06 6ستر بر . 
عدم التعيين 2 
فمن أجل 
0 5 5-_2حير _ (213(032-2) اك 00 
6 6- 3س تدهم (2+3()2-3) دجم وير تدهم 
مثال: 


2 
الكش العاف لكا 1 ورور 


01-7 3جير 
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الفصل الثالث النهايات 














الحل: 
2 
عدم التعيين 0 12-ي22- 2زم إإرز7 
0 1-3 3جير 
5 د 5-5 2 5 2 
و كا 3 :)4 <ندة) _ 12 22 2 12 21 - :21 7 
(2-3ر) 3- 1-3 وجتر 
#تكتم 2 
عر يم رو ا لل رز 
وجتر 01-7 وجير 
مثال: 
2 3 
١010005‏ الششه لسظ دشت 70005 
0 1-2 2- جبر 
الحل: 0-ل ووز حيث 2 عدد موجب 
م 0 جار 
0م  -8+24-24+8‏ ق8جرير12 ثرم+ثر 
عدم التعيين -- - 1ك 
وه" 5 142 6 
2 2 3 
دادتة 53 المقنية الله لصي صا (2 دعر )(4 دير4 + _ 121+8+ 61 + عر 
(2 +ير) 2 دير 
2 3 
ومنه من أجل 2-2#ر: بي تر 8ك خد كانه 
14 
وبالتالي فإن 
. 3 
ا عت ل ”7 
ال 1+2 2 جير 
0 -- 777 حيث1 عدد موجب 
96 الى د * 
مثال: 
3 
لدينا , 0 جح 1غ 0 ب 7مك 
22 6 جد ير 4 0 جدير 
0 ح (4.0 11 4 + له تيو ره لد #ذيك) 71277 
حيث أن 0 < >, 7100 
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الفصل الثالث النهايات 


مثال: 
أحسب نهاية الدالة: 3 +52 + 212 + 2 - )كر عندما تسعى 3 إلى اللانهاية. 
الحل: 


م ع (3 ديرك د شرج + قر )وزع - قداثر درق1 


ثانيًا: عدم التعيين: يسرم عكمستسحو مم1 
00 


لإزالة عدم التعيين 3-2 عندما يؤول المتغيرة إلى ©» نقسم البسط والمقام على 


المتعون نطفلا أكين أن في التديظ أو" التبقاء. 


مثال: 





2 
احسب النهاية التالية: ب برزم 


2+1 مجم 





نقسم حدود الدالة على 27 فيكون لدينا 
1 1 2 2 2 
1+0 شر/[+] صبه شر/ ديار صجم [ل شر صجم 





مثال: 
أأعيده لحان كاف دوزو 
29 مو جار 
الحل: 
_ 5لر 


0ه 21 موجاير 
نقسم دوال الدالة على “فيكون لدينا. 
3 2 3 3 
_ 0+0 _ شد/ك+ شد/ا 2 دك 0 077 
1 1 موجار 9 د وجي ب مو جار 





0 
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الفصل الثالث النهايات 











مثال: 
3+ ثمر 
احسب النهاية التالية 01 . 
د 2 مو جار 
الحل: 
1 6 3+ لس ا 5 2 1 
عدم التعيين 0 7 تقسم حدود الدالة على 2 فيكون لدينا 
2 3 2 2 0 5 
د/ة + + رون - ا 3 0 
1 مو جار اد موجار 4 5 لجار 


ثالمًا: عدم التعيين 0 »اه : تمعده] عامسنصعاء0م1 
لإزالة عدم التعيين 1“0© نطبق طريقة التحليل الجبري ثم نقوم بالاختصار والقيام بعملية 














الشررت. و التنينة فل ,لحان كوه ءاروام الت لجل 17 ١‏ وكا مقن خرن ا 
0600 
الوصول إلى حل مباشر. 
مثال: 
الت 3:02 : 
احسب النهاية التالية : 0 70 . 
ير سس يخ م1 0جتر 
الحل: 
عدم التعيين م0[ 3 1 7ك 
ة 2-5 
ادناه 0_0 2 16 -[ ام 7 
1-1 د جر ([ تعد كد 0جبر وب رد اي 0جبر 
.و | ءد) 0 - 
0-1 [-2 جر 
مثال: 
احسب نهاية الدالة 3 201 512 - (3)/ر عندما 32 تسعى إلى الصفر. 
الحل: 


بالتعويض المباشر نحصل على: 


0ه »0 -غ32 11177101 [د ‏ 77771 -ئة غ120 أذ 77777 





0جير 0جبتر 0جبتر 

3 0051 الى : 1 : : 
منها: 1 -:1 1277105 ح حت |[ رتل1 آذ 17771 ح نز 22001 آذ 717777 
0جعر 1 طلو 0جحد 0جعر 0جعر 
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الفصل الثالث النهايات 


احسب نهاية الدالة 26 - )كر عندما 4 تسعى إلى ©. 
الحل: 
بالتعويض المباشر نحصل على: 


0*6 - “* صد ‏ «ررط - قداار 717777 


منها: 0 - كك مشة - قار 1 
6 00 سان 


موجار 


رابعًا: نستعمل نفس الطريقة السابقة لإزالة عدم التعيين -6©: 
مثال: 





2 
د [1حير 


احسب النهاية التالية: ١‏ 1 حت 00 
الحل: 
عدم التعيين © مه[ 20 
[-ثر 1حير 
: - 3 به | .0 لت 1ك 
(1+ )زا ج) [1حير) اص (ر[إساير [1حسير] اجد 


5 1 1 ش 
0 ع- ‏ اكز 00 - 3 77 5-2 
2 (1+ير) [ سير اجر 











مبرهنة 1116016111 : 
5 “ودثر 0 
رك و : ”وم - 1ك 
4 ايه 9 هخ 
وبشكل عام فإن: 
#77 تل ل 
ركع و 1 محل --- 1771 
7 حت 5 و2 جير 
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الفصل الثالث النهايات 























مثال: 
27 ثر 
احسب النهاية التالية 5 1ك مع رسم الدالة. 
ات 2 جار 
الحل: 
2 3 3 
وي و ع ا انظ ا ارقت ا ورور جر لقن رززيير 
2 جار )2 00 2 جار 2 00 2 جار 
مثال: 
3 
الخدت النيانة إقانية: 2-1-54 ورريق... 
4م 4م 
الحل: 
1 3 
8- (16+ند4 - شر) رررزة - ا 0 1 00 لل ريز 
ل 5085 حرسي * اي عد اوح 
مثال: 
وسو تون عد 6 حيو ١‏ 
احسب النهاية التالية 011717 . 
2ع «2جر 
الحل: 
الدل بكتري الشاكان و ققدم مظن الطوق قدا 1 
04 4 4 
ود ادو رت وي و د فك مور اقلت تر يريهز 


2 جار 2 بر 2جتر 2 21 2 جار 
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الفصل الثالث 





مثال: 





5 . 81 تر 
ب النهاية التلية “272 وبزرم 
الحل: 
الخل بالتعويضن المباشر واستخدام يعض الطرق التحليلية: 
4_4 _4 
واصو يك 3ك اوور تا ورور 
3 3-ترن 3جبر 77 دشر 3جبير 








مثال: 
1-7 زوق , 
4- را 64 جر 





اميت الفياءة القائية 


الحل: 
الدل بالتعويضن. المباقاز .واستخةام بغضن: الظارق التحلياية: 


1 1 


مث - أزيم ,2 [#تاريى»1/! - 


النهايات 
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الفصل الثالث النهايات 








مثال: 
احسب النهاية التالية 


الحل: 


. 7 


0 جعر 


27-3 لله 
1 


دا لشت 1777# 
5 0 جار 569 0 جعر 
1 1 


3)- 27(3 +ير) 500 


1 7 جير 


1 1 

تحدم 5 
2717-07 قن يزور 
27-7 +ع 27 جم 


ِ 1 

203-13 دعر 

7 + (27 سجرع جم 
1 11 


1 
ل 5057 
77 39 3 
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الفصل الثالث 

















النهايات 
نهاية بعض الدوال الشائعة: 10121005 0117011 01 50176 5أألاانا 
2 2-1 
ات ]وض )2 ا[ أب )1 
58 موجير 97 0جير 
- ل | به )5 كلظ | ب 40 6 حتفا | ب )3 
عد مآ اجر 59 0جير 9و5 0جير 
لتفرطن أ "وي اند ال ل ليور © + ندر © + وه - زدام 
و “درم + ل ل تعررظ + تدرط و8 - يتاب 
رذفافت النطت اووورع كان 
(:9)1 
< 7 او مهوطك 
04 8 
"' ل ه - د )1ط 1777 
,8 مل جر 
01> 7و 0 








مثال: 


1 اله 6 مير 3 لس ثعر 1 
أوجد النهاية التالية : 7272 7خ شط . 
9 + 223 ب تعر مجر 








الحل: 
بقسمة حدود الدالة بسط ومقام على مر 
6 3 1 
5 3 4 ص ”. 
2 0 مش - (ن ) كر 17 
. 4 + 1 06 جح 06 حار 
م 58 
0+ 0+ 0 ر_ 
0 + 0 + 1 
مثال: 
3 + 221 


أوجد نهاية الدالة: 700 - 00 كر عندما 0 جح لهل 
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الفصل الثالث النهايات 


الحل: 


بقسمة البسط والمقام على :2 ف اوور 
32+2 سجر 











و3 
د كنك ده بع - 214+3 ,7 
3 0+ 2003و هم 32+20 هه 
56 
مثال: 
إذا كانت 2-32-2/, - (ومععر أوجد نهاية الدالة عندما م ج ير. 
6 ح عي 3 
الحل: 


2 
نعوض عن م - + منها نحصل على 2 - 22 ل, 6 


"ع ايد // 3 0 يريد 0 2/1 ج تعلخ “عن يد 2 2 + تير 


71 سيد 1ك 
د (6 - ري 3) معد جدير |[ ]ررم حعصوة مد جدير 6 دير 3 مد جدير 
2/27 +1) سه لء 2/7 +اليده ‏ مضل ١‏ 2ور/2 + ا/ 
333333333 ظظ...... اتاد :15 - 7ك 2 
(/6- 3) شط 2 70 (عد/ 6 -  )3‏ ل (د/ 6 - 3) صددةه 
20 +1 “عد /1 شط 2 +1 ترط 
3 (00-3-600- عدا سلظ 3-6 بم 2 
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النهايات 


الفصل الثالث 


الحل: 


2 
تك دووضر ارح كيية الذائة عضن مد 


إذا كانت ِ 
2+2 + ر3 


بالقسمة على : 
5 
- (د) مر صا 


طلا 
م جير 





مثال: 
الفح" قيار الو 21507 كلل رووير حهيا رتؤول ان الششن. 
5 


الحل: 
5 1 5 511 بالثتال : 
نعلم ل 1 0 17 و لي 
د 3 511 بم - ع 2 511 ربز - ند 3 51 ح تر 2 511 
1 0 جداير 2 0 جداد م 
د 3 أو 3 عر 2 511 2 : 
35 77 م 
32 0 جدمر عر 2 0 ج عير 
1 د 3 2 جح 


آذ شت سس ىبي 
208 














الفصل الثالث النهايات 





























مثال: 
4 .4 .4 1 جك .2 5 
احسب قيمة العهلية -. 0 7/71كغ 
الحل: 
نقسم على 25 ونوجد النهاية عندما © <- + على الشكل التالي: 
1 
: 1 
2ط - سه ضفل 
٠ 1+ 0‏ واب 
00 
مثال: 
احيسه عبان إزدازة خط بج ووكن: نا دن 
1 
الحل: 
بالفويطن المداقو تميق حل د م سم لذلك نعوض عن :031ها 
م9 - 
:2 3 511 
وز عو انسطللة . يروي جح بلا فطع ررقي حل لقا برو 
17 008 اجر 56 0 جر 59 0م جر 1 0م جر 
و ور 
عن وح جر ع3 0 جر 
3 -3«»1 ح- 
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الفصل الثالث النهايات 


الدوال المتصلة ( المستمرة) :02]005ل ‏ 01 05ا0لالانأ00) 
يقال عن الدالة أنها متصلة (مستمرة) في المجال[2,5] إذا كان بالإمكان رسمها بدون 
انقطاع في النطاق 7 > 2 > > 'أي لا يوجد أي نوع من الانقطاع في المنحنى" 
يعرف اتصال (استمرار) الدالة رياضيًا كالآتي: 
يقال عن الدالة رأنها متصلة (مستمرة) عند > -+ إذا توفرت في الدالة الشروط التالية: 


شروط الاتصال: 20101001 05ا0لا 00100 
1. الدالة معرفة عند م - 'قيمة الدالة عند ٠4‏ (6)/ر معرف ' أي موجودة ومحدودة. 
2. توجد نهاية للدالة عند م جر أي أن (مد ) كر 44 موجودة. 
3. إذا كانت للدالة قيمة عند (6)/؛فإنه يجب أن تساوي نهاية الدالة عند نفس 
النقطة (©)ر - (د)/ «,رلك ٠‏ 


أما إذا كانت لم تتحقق الشروط السابقة "أو إحداها" فلن تكون الدالة متصلة (مستمرة). 


بعض أشكال الدوال غير المتصلة (المستمرة) منفصلة(منقطعة) عند نقطة أو أكثر 





الحالة (2) 


الحالة (1) 
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الفصل الثالث النهايات 





نلاحظ: 
أنه بالنسبة للحالة رقم (1) مثلاً يمكن جعل هذه الدالة متصلة عند 1-#ءإذا تم تعريف 
الدالة عند 1 بالآتي 1- - (ارء وبهذا تصبح نهاية الدالة عند 1ج-2 تساوي قيمة الدالة 


عند در . (0/ - (0)/ ««زقط 
في الحالة رقم (3) لا يمكن جعل الدالة متصلة عند نقطة الانقطاع؛ وذلك لعدم وجود 
نهاية للدالة عند نقطة الانقطاع. 
أما في حالة رقم (2) يمكن أن تصبح الدالة مستمرة عند > -1ء إذا أمكن تعريف قيمة 
للدالة (م)/ر بحيث تصبح (0©)/ - «د)/ر #/ظ . 
مثال: 
2223-5-3 ر 


ناقش استمرار الدالة: 3 عو ير 1 
3 دعر 


الحل: 


زر مع رسم الدالة. 


30- هر 1خ د ة )_ 


٠.٠ يدر‎ 0 


3 دعر ىر 2+1 - 
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الفصل الثالث النهايات 
الان نطبق شروط الاستمرارية: 


2 
3-:51--:212 إإزر7 
1-3 3جعر 


1- (21+1) ورقة - 
وبالتالي لو وضعنا 7- )ار تصبح الدالة مستمرة ومعرفة كما في الشكل التالي: 


3 يرث 3-ير5- 222 
| - صم م 
3 2 








0 :5 . 0> 5 02 
ناقش استمرارية الدالة 0 هامر مع رسم الدالة . 


١ 


2 - (0)ر 
(مد)ر _نرظة ع (مد) / لاقل 
أي أن (د)/ شل غير موجودة. إذا الدالة غير مستمرة؛ لعدم توفر الشرطين الأول 


والثالث. 
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الفصل الثالث النهايات 








مثال: 
0 98 1 >2 . 22 - 5 
ناقش اتصال الدالة ,., .._ 1>|,) 7 2 و[-_بيم مع رسم الدالة. 
1 تن 21 
الحل: 


حيث أن 2-2 «نة - ؤداثر مشو 21-2 مرضة - زر)ثر رب بذلك فإن النهاية معرفة 
آجير آجير “آجير “آجير 
وتساوي 2 
وكذلك قيمة الدالة عند 2 - (د)كر #نث/ - (1)#ر هذا يعنى أن الدالة متصلة عند النقطة 
آجير 


1-1 
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الفصل الثالث النهايات 


استمرار الدالة /. خلال فترة محددة: اذللاع:0أ 8010000 00 (اوتاءع مانا 5نا0نالانامه © 

. يقال للدالة /. أنها دالة مستمرة في فترة مفتوحة» (4,7)إذا كانت الدالة مستمرة عند كل 
قيم ‏ التي تنتمي إلى (4,2) . 

0. يقال للدالة /. أنها دالة مسمرة في فترة مغلقة [,4] إذا كانت متصلة في (4,2) 


وكانت: 


(0)ر - )7 بض (6)/ حض)/ وق 





0 
دالة مستمرة فى [ ط , 2 ] دالة مستمرة فى ( 6 , 2 ) 


مثال: 
و ره 


تت كووان؟ 


الحل: 





3< <- جه 3< |2 | جه 9<ثر جه 0<و-تر 

السط (13,6ن3[0-, مم عر 
المقام (مه,4) نا (4سرمه-) عير ج ( عو 4 سير 
(6ه,ك4) ن (3,4]ن(3-,م-) 1 


وبهذا تكون الدالة مستمرة في هذا النطاق المبين فقط. 
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الفصل الثالث النهايات 


مبرهنة 1116016111 : 
إذا كانت الدالتاخ “عير مسقموتين فإن. : 
دول الجمع مم +ي/ , والطرح كر - ؟) , (م-/) , والضرب (م *ثر), والقسمة 


1.4 عدا قيم )م , )م التي تجعل المقام صفرًا » دوال مستمرة . 








ملاحظة: 
1. كل دوال كثيرة الحدود مستمرة وكل دالة قياسية مستمرة أيضًا عند كل نقطة بحيث 
لا يساوي مقامها صفرًا على خط الأعداد الحقيقية. 
2 كل دالة مثلثيه مستمرة عند كل نقطة تكون عندها الدالة معرفة. 
مثال: 


2+ 2م 4‏ ذير ب ثم 


6 ديرة سد اير 


ناقش استمرار الدالة: 
الحل: 
من الواضح أن (د)/ دالة قياسية. 
إذا 2د دالة مستمرة لكل الأعداد الحقيقية» عدا 0 - 5+6 - 22ء عدا النقاط التي تحقق 
0 -(1-3()2-2) وهذايعني 2 -1., 3<رزر 
إذا 2)/ر مستمرة على [2,3] -0 . 
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الفصل الثالث النهايات 


مثال: 

افيف أن الدالة اوور حار :دالة ممكر #على .مسفوعة الأغذك: الكقيكية موضيها 
الإجابة بالرسم. 
الحل: 

نعلم أن د - ()م دالة مستمرة عند أي عدد حقيقيء وكذلك الدالة د هذه - )/ دالة 
مستمرة على نطاقها وهو مجموعة كل الأعداد الحقيقية» وكذلك الدالة 1- )/ دالة ثابتة 
وهي دالة مستمرة عند أي عدد حقيقي (د)ا + (د)/ * (د)م - (د)/ أي أن (د)/ر هي 
حاضل ضزت دالتين .متضلتين: مضافا إلى ذلك ذالة.مسقمرة إذا قور دوالة مستمرة على 
مجموعة الأعداد الحقيقية. 








مثال: 
إذا كانت ر-4/ - (د)/ ارسم مخطط الدالة “ر واثبت أنها متصلة على الفترة [ 2,2- ] 
الحل: 


نفرض أن © أي عدد بحيث 
(6)ر - 2 -4اء - تر -هلء شق - صر زر 5652 2- 


(2-ثر دود خم - 4ل مه دا ضار قل 
جر 


2 جع 


ف (2)ثر -0- 5د - 4ل سنة د ار اثة 
2 جر 2 جم 


إذا الدالة مر مستمرة على الفترة [ 2,2-]. 
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الفصل الثالث النهايات 


مثال: 
اوجد الفترات التي تكون الدالة 
الحل: 


2 شرك + ثر+ قر 


-- عندهأ مستمرة . 
6 +يرك- شر 0 


0-(20)2-3-) جه 0-مبير5ة- ثر 
12-3 مم 2 حر 
إذا “مر مستمرة عند كل النقط ما عدا 1-3 , 12-2 


إذا “ر مستمرة عند (06+,3) نا (2(00/)2,3,مه) 


77 
(0مد, 3) نا (2,3) ب (2 , م) 
مثال: 
3--<ر و 4 
إذا كائ” 7 الشف عد 
إذا كانت 3 >2 > 3- لتلتادور) 
لم لم ع سين 
2-3 ي#_ 1 
اوجد 7 , > بحيث تكون الدالة “مر مستمرة على [ 3,3-]. 
الحل: 


بما أن ير دالة مستمرة على [ 3,3- ] نوجد النهاية من اليسار واليمين 
© - (3-)ر - قت)ار إقة 


3-جير 


8-(3) عر --ن)/ ود 
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الفصل الثالث النهايات 


0 2ير_ 
7+ تمشحششه " و9 سوا ع ف ع 
7 يرل +4 7+ شرل -4 ديم بير 
2 0 2 و 
+7١‏ شرل +2()4ر 9 رربم - (7< غداد + 4)( 2 - 9 رررر - 


(9-22) 1 7 ير -16 0 
8 -7-4+4 + ولد +4 - 
8 نو 
7 يرل +4 2ير 9 1 1 
ا ا من 
7 ةدع 0 ير 1 وخدهاد اديور ب 





9-27 3 جر 7 ير -16 3 جر 
4-8 +4 -7 + ول +4 - 
6-8 
مثال: 
اروضح القتو بد قلق تلض عزو 
2 ماد +1 
الحل: 
لدينا: 6م عدم ع كاعم عم در 
1 1 : : 
بلع جره - 7م - رد) ار 44 


ار صذو +1 طر صنو +1 ترجير 
٠.‏ 1 4# 2 

إذا الدالة مستمرة في الفترات ال ال 20# +2 -): »مدع -)) 
1 
2 


7 ع 7ه © مه -): 2+ 





مثال: 

إذا كانت 0 0 - زي»مر بين إذا كانت الدالة مستمرة أم لا. 
الحل: 

واضح أن 0-(0)/ بينما 2 - (د)ر دهنا 


بذلك تكون: (د)/ر مكنا ع (0)كر بذلك فإن الدالة غير مستمرة. 
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الفصل الثالث النهايات 








مثال: 
إذا كانت )ير هي الجدر النوني فإننا نحصل على. 
الحل: 


)ع ل - (قد)ع) ار 
وعليه إذا كانت )م دالة مستمرة فإن رسام سنال - (ر )و ل؛ نا 


بذلك فإن الدالة مستمرة ولكن بشرط إن الجدر النوني موجود. 
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النهايات 


الفصل الثالث 
>2 أمثلة محلولة 


أوجد نهاية الدوال التالية: 
0) كرء أوجد نهاية الدالة عندما + -> 1. 


2 

| 42 كانت خخ‎ ١-1 

1 :21 
الحل: 
بالتعويض المباشر نعوض عن + - 1 نحصل على: 
3125 ا للعللعه) لمفيعه) 
5 قلع عنت لتتحتتتبة ساسا - 12/0 
2 (2601 227 م 


16 
2 إذا كانت (2جيرك+ 27 )-(1)2 ؛ أوجد نهاية الدالة عندما+ج -> 0 موضحاً شكل 


الدالة. 


الحل: 
بالتعويض المباشر نعوض عن + - 0 نحصل على: 
2 + (5)0 + ة2)0(3 -(2 +ير5 +2223 ) 1# 


-. 2 








2 
وعد عي 0ك 313 ور كرح ارهد قياية الدالة ا حتسماج سه 


الحل: 
بالتعويض المباشر نعوض عن + - 1 نحصل على: 
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الفصل الثالث النهايات 


2 2 
215+ (3)1 22 + ع3 إررز7 


2 1[ + (1) [ + نر 1[ جر 


4-إذا كانت 4-22 ربع م »ء أوجد نهاية الدالة عندماج -> 2. 
عد 4 - 8 


الحل: 
بالتعووكى المواكن كفضيلن على: © - خب ضضم نحصل على حالة عدم 
1 جر 





نحصل على: باستخدام الطرق التحليلية 
لظ وير الاسقلة ريو ان اسه 





رك ساح سس | زد - 4/2 دحم ر4 8 جد 








-_30 
5- إذا كانت لحك ع ون ) عه أرحة كيانة الدالةا كتدماتر سهد زد 


ان 1[ جاير 


بالتعويض المباشر نعوض عن + - 1 نحصل على حالة عدم التعيين 
3 
عدم التعيين 2 م 54 


[ - ن 1 جير 


باستخدام الطرق التحليلية نحصل على: 





4 3 
(1 +ع ع ار )1 ير) بع - 1 6 إإرز7 


3 - (1 لدي + 5ير) بترم - 
اجر 1-_يع 1[ جر 12-1 1[ جر 
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الفصل الثالث 








النهايات 
[ د21 دشن ع 0 5 
6-إذا كانت متستكت 5 زرو بارجد ديا الداره عنيم 1- جدر. 
+ 1/1 
الحل: 
بالتعويض المباشر نعوض عن 1- -2 نحصل على حالة عدم التعيين 
1 0 1 +2 بشن 
عد التعيين _- 77 
و ١‏ 0 1 دنه ا 
باستخدام الطرق التحليلية نحصل على: 
2 2 
8ح 1 اعت تعد و7 07 لك ستشسشها) ”7 20+12 + م 
1 جر [ در 1 دجعرن 1 د نر 1 جر 


7ت إذا كانت. .ابرء 1 4 أوخد:قياية الذالة خدديا 1 <- ار 
! د (بر)/ر جد نهاب . 
برية -1 
الحل: 


ش 0 بر-1 
عد التعيين عاك 1غ 
1١ 3‏ 0 مرلة -1 1 جير 





باستخدام الطرق التحليلية نحصل على: 


10 + نا + *نجية) دا - يذ و عب اح ازول نر فخطت وزو 
ريه 0 لساري تكد ارك صر 


3 -1 +1 +1 -[1 ع يرلة + :روخ ونه - 
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الفصل الثالث النهايات 


6 - ثير ا » 
خخ وبر أوجد نهاية الدالة عندما 2 ج-2. 
مق 


8- أوجد نهاية الدالة 
الحل: 
من خواص الدوال الاآسية نحصل على: 


8 8 8 
ع لقيو عاو عو 2 ووو لد تك ير 











2-8 
لس تح وم عندما 4 جدير. 
12-6 4 5" 


9- أوجد نهاية الدالة 
الحل: 
من خواص الدوال الاآسية نحصل على: 


23-8 7 2012-2329 


7 - 
6 تر 4مم ‏ 16دتر فجم 
3 3 

3- وير 3 يروت 4 رربت 
4- ع +4جار 


2-8-2/ة 


10- أوجد نهاية الدالة <+ل طح - (3)/ر أوجد نهاية الدالة عندما 4 ش 
وح نهابدٍ 81-3 4/2 وج تهاب جح ند 
الحل: 
من خواص الدوال الاآسية نحصل على: 
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الفصل الثالث النهايات 


1 








1 
3-3 5 3 
[ْ 8 80م ره خا ا 
ا ا 
1 1 
5 3-3 
8 لج 1 ْ “لخلا ريزو - 
م ل ع 35 جير 
7 814 +ن) _ 
1 1 
7 427 ل -|:1ه؛ 4) لت اي ايا ويد اد 
د 2 6 2 1 2 4 10 - 
1- أوجد نهاية دن تحتلا - زومر أوجد نهاية الدالة عندما 81 ج-2. 
1-3 
الحل: 
1 1 1 
1 1 5-7 12 _-2 5 
لفطك ررم - فلحل بير 
ل 814 7 4 جير 3 دير 4 +4جير 
4 0 
- 3 2 - 
7 35 
5 إناعنت 2-قت تخ 2 .د وؤعر ع أوجد نهاية الدالة عندما 2 ح نا 
2 +312 1 
الحل: 


بالتعويض المباشر نعوض عن د - 2 نحصل على حالة عدم التعيين 
0 2ر5 +ثر4- تير 


عد التعبين د لاك لد عفدت ار 
5 0 0-00 02 


با ستخدام الطرق التحليلية نحصل على: 
_-2 _- 2 2 3 
1 +21 م 2 دم ربع - 2 رذ + أير4 دير و7 


(1- مر 2 مم 2م 2ر3 حدشيج 2م 
2 
دن رول سد متنا وروت 
2جير 121 2 جر 
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الفصل الثالث النهايات 


ار 3 ع بل 


الحل: 
بالتعويض المباشر نعوض عن + - 3 نحصل على حالة عدم التعيين 
عم تين 9 تلمحكلد زر 
0 رة - كأعر 3 جم 


باستخدام الطرق التحليلية نحصل على: 
لاأمتلك_ بن ليحك بر 
(3. + عرلء)(3/. - بزأمير تجم ‏ (ر3 تير 3جم 
1 1 


1 
م - 77 
قي 17ل كيم ردي وير 5 











4- أوحد ذهاية الدالة - - ضار أوحد كهالة الدالة عندنة 3 ف 2 
د > 
الحل: 
بالتعويض المباشر نعوض عن + - 3 نحصل على: 
1 1 . 
د ملا 
0م 3(5-»)تجم 


م + تشير إلى السلوك» وليس رقما على خط الأعداد. 
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الفصل الثالث النهايات 


ذم 4 + 4ه 2 
لشختكخلتة - ربم)ر أوجد نهاية الدالة عندماج -> 0. 
2+ ل 0 جدير 


بالتعويض المباشر نعوض عن + - 0 نحصل على حالة عدم التعيين 
2 4 
02 _ كه + ع إار7 
0 + ير اجر 
باستخدام الطرق التحليلية نحصل على: 
4_ 212+4 1 (4+ :)ار 7 تيرب + دير 2 


7 
3 3 تر لجر (3 + تر) تر لجسم ترة لم ير لجم 


6- إذا كانت 5 تختلا ورور أوجد نهاية الدالة عندما 0ه جه 1# . 
56 
الحل: 
م 


حجار 


3 + 3 ختدلد لدت 3 هله 
3 + 3 دعرلء 1 


1 1 ا و 


-- دنا - 
1/3 3ل + 3 جعرل 0د (قلء + 3 ديرأ )نر نجه 


ا 














7- إذا كانت لطعم 27 (0)يرء أوجد نهاية الدالة عندما 0 ج /. 


الحل: 
بالتعويض المباشر نعوض عن / - 0 نحصل على حالة عدم التعيين 
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الفصل الثالث النهايات 


عدم التعيين ه عه - ره + نيه -[ظ +1])م 8 
باستخدام الطرق التحليلية نحصل على: 


اك عق بوه د الخه ) / 17 - | +1 ” 0-5 
مجم 7 7 


0 جم 
5- إذا كانت | +4 - زرعىمء أوجد نهاية الدالة عندما 0 جد بر 
59 


الحل: 
نعوض عن 2 - 0 منها نحصل على 








9- احسب نهاية الدالة ساك 00 عندما 0 ج 11 
1 
الحل: 
نستخدم خواص الدوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي: 


نعلم بأن الدالة *3ظاة5 يرو هما أي أن: 














3 05© 
31 511 
1 31 طظلة 2.22 . 1 للها 
نا 3 ذمع مطنا <- - 1111 
ع3 وم 1 0غ 59 0 جع 0م جر 
1 31 ططللة 2 . 
31-1 - 11 ع 
31 و0 لجر 1 ع2 














الفصل الثالث النهايات 


0- احسب نهاية الدالة لطا - ور هونا | جد 


الحل: 
بالضرب في مرافق المقام مطل عضيل حك : 
94 





1 حر اتح اكه وب اانه سلدي ودح مد انهه 1 امو 


0 - علجحج-تةه 
أيه 2 1( ل [اجير 1 + عليه 1 عليه اجر 1- عليه اجر 


-1 )512 5205 
-(1 - عد آيء ) صلا كته تت 0 - 01 - صلا 0 


1- | ب نهاية الدالة 3 صل -21 ماد 0000 عندما 0 ج 11 





الحل: 
نستخدم خواص الدوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي: 
د53 ططلو ‏ .. 22 لله . د3 ططلو -2 2 طللة 2.222 
حتت رونا - 2777-5 وورا 7 ةو+<+<7<77 <7 نورقل 
5 0 جر 5 0 جر 57 0م جيىر 
1--2-352- د35 طزأة 3 23-1 510 2 ات 
31 0 جير ع1 2 0 جير 








02- احسب نهاية الدالة 23 لايح رو عر عندما 0 جد ندل 


3 1أ5 
الحل: 
نستخدم خواص الدوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي: 
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الفصل الثالث النهايات 


نعم يأن الدالة سه يرو وين أي أنه 











1 05© 
1 5 1 2 511 20 للها 
طأد 22 ون لجر 1 لزه نجي 
2 لك ١‏ ككل ع ل يي 
3 3 31 لو 3 نجد عر2 ونح 0جدر 1 2 0 جر 


0 كي نبو رو الا 1 و يي تعودنا ”2710 
أو -1 7 
الحل: 
تستخدم خواض الدوال المثلئية لاق التعويض المباشز يعطى كمية غين معرفة كالتالي: 


د 2ه 3 2 
000 ٍ 1 لها + 51 0 . 
2 - : م - تت رونل 
00 د5 صلو5 _ مجه طللو دير 7 مجم 
321 


ا ا ل 1 ار" 
56 


الحل: 
نستخدم خواص الدوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي: 








2م 2 511 
2 51 - . 
21 ومح 0 . 2 طلو -ع2 للها .2 
ا ملا <- : 00 
58 0 جر 579 0 جر 
1 
1 21 5مك -1 212 طاو . 2 ووه 20 طلة ‏ . 
04 2 > ار - > لبر 
21 05ح 5 5 جار 5 56 جير 
1 عد مأو2 22 مزو 2‏ . 
4 - 1» 2 »2 - تت ير لتحت 1111 حت 
05 1 2 لاجيس 
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الفصل الثالث النهايات 








5- إذا كانت تند - (معمرء أوجد نهاية الدالة عندما © ج 2*. 
52 
الحل: 


بالأفمة على ل قحسا ع 2017 الات وروت لق ورور 
مداق دعر ايز 6 صدحد - هترم صبجر 





نعوض عن 2 - © يكون لدينا: ا سر 30 ورور 


6 إذا كانت حك - ررعمرء أوجد نهاية الدالة عندما » ج ه. 
2217-5 
الحل: 


بالقسمة على *2. والتعويض عن + - © نحصل على: 
0 قراور تراضهة .. بر ثير4 ا 
2 رامد خراترة ل 2 


7- إذا كانت ل - كر ؛» أوجد نهاية الدالة عندما © <- 2, 
52 
الحل: 


لحل 


0 





بالقسنة غلن. © .والتعويضن عفن بتر كتحصل على : 
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الفصل الثالث النهايات 


11ص تد/ة + د/ردة3 ور اام ب 3 درن ا 
2 عد 8 - بر رز 6 صد جار 8 حد 6 مد جار 








ع 3 
8 أرجذ كيية إلدالة © لدت ا دوكر علدا 2 خخ ا 


الحل: 
بالقسمة على ©* والتعويض عن 12 - © نحصل على 
2 4 6 
م : 2 +عر4 - ثير3 
27 5 01ل 5 5 3 0 
دقبيو 5 6 جر + 7 


8-"الحسحة فياية الدالة ل وزوير دوو عقينا 6 ات 
ه59 


الحل: 
نستخدم خواص الدوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي: 


1 

زع 
5 5 ! : 7 

2-1177 ماد عد 777 

مد اجام 5 مد جام 


5 1 5 : 
نفرض متغير آخر ل -/ منها نجد أن 0)ج#2ج»مهءج+ 2 بذلك يكون لدينا: 
38 


51# 





1 1مك 


1 0مجم,م 
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الفصل الثالث النهايات 








1- إذا كانت / 1 0 - ىم ء أوجد نهاية الدالة عندما © <+-2. 


الحل: 


4-4 جير 1 د 1 
+ 1 | حملا - +1 ملا 
4 عمق 6 جيعر 4 دير م جير 


5 4 جر 
1 3 2 > . + ( ممنا <- 
4 دير 4 دير جر 














ا - )عر » أوجد نهاية الدالة عندما © جه 1+ . 
53 


من خواص الدوال الآسية وبفرض 2-57 نحصل على: 
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الفصل الثالث كه 








056 1ك 


3- أوجد نهاية الدالة 2 
1 + 


الحل: 
من خواص الدوال المثلثية يكون لدينا: 














1- 1 511 7ت 
[ + 0 [ + كشع 0م جير 


4- أوجد فياية الدالة المعرفة بالعلافة: (ه حال م لم) 0 ورور . 


الحل: 
بالتعويض المباشر نحصل على: 
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الفصل الثالث 


بضرب النهاية فى المقدار --3117-12/1 يكون لدينا: 
0 في 0 عر - ]له - ير + [1له 5 


/يد ابر + ]ليد اد انز[ 


1 

> - اله - 2 + اله , (2 - اله - » + الم) مذ إرر7 

بد - ]يد - ير + ]يه 1 0 جم 
ند - ]ليده اير + ]يد .. 

- 1 «<7 


9 0 جير 


وليجاد نهاية المقدار > -1/++1/د نضرب في المرافق على الشكل التالي: 
+ 5 للدي - اله - خ + اله 








2 6 
|1 - 
زع - ال دع + امام جد عد - ]ليه جا اير + [1يه ود 


- 7 0 0 


1 -- - 
2 بر - ]ليه دير + ]يه مجم 





5 أوجد نهاية الدوال التالية عندما 0 ج 2 : 


عد طومه - رمد ) كر عد طمذة ‏ - (ع) تر 
عد طامه - (د) “ر عد طمها - زد) كر 
الحل: 
9 اك كه 507 00 
2 2 0جير 0جير 
_ 1+1 * هجتم 


1 44 - ند حأوم» 77777 


(0جير 


2 2 
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1ك 


0 جم 


النهايات 
























































الفصل الثالث 


ان ا 0 0000 


0 2 1 لوم جر 0جير 
1 عخطومه ., : 
2ح لت وررزرع ح عد طام» 7771ل 
0 1 ططذزه جر 0جير 


6- أوجد نهاية الدالة: 














عد طومه ‏ . كد لاد 
لس ررقم 28 7مك 1 
58 م6 جير 6 م6 جير 
الحل: 
نستخدم خواص الدوال الزائدية: 
]2 بر - 6 - 67 _ كه لماه 7 
ع 2 08 حاير ع 2 د 5 2 9 مم 
م - 0 - م ح- 1 ل دمو - 
عر 2 ع 8 
6 007 6 وات 6ل 2 _ 2ه طومء 7 
:1 2 ل 6 جاير 





7- أدرس استمرارية الدالة التالية - 3*3 - ور 
4 ع3 دعر 


الحل: 
3 +31 
(4 -2-1()12) 10 


الدالة غير مستمرة عند 2-1 , دوعر فتكون مستمرة عند جميع 25 ماعدا هاتين 


النق لش 0 
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الفصل الثالث النهايات 








8- ادرس استمرارية الدالة عند 2 -2 حيث أنّ: 





2 ع 2-4 
* < ودس !ع ضير 
”" 3 
الحل: 
#4 : 
4 - (2 +2 ) ملا - طلا 
جر 2 91-7 جر 


الدالةة خيو سضوة عند النقطلة 2 


2 
9- أوجد الفترات التي تكون فيها الدالة مستمرة 
الحل: 


نوجد قيمة 1 . 


25-30 ني . 3ت يرك 5 
بذلك نجد إن: 0 2-4 وهذا يؤدي إلى [14-)/ 
يتم إيجاده هو جميع الفترات التي تكون فيها الدالة مستمرة والآن يتم إيجاد تقاطع هذه 
الفترة لتكون النتيجة [43 83-451 811 دن 3م 
هذه هي الفترات التي تكون عندما الدالة مستمرة. 
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الفصل الثالث النهايات 


0- ناقش استمراري الدالة |3 -2| - (د)/ر عند 1-3. 


الحل: 
نعلم بأن: 
0 < 3 حير , 1-3 
ا ب و الك 0 
3 <12 ., 1-3 0 
3 >1 .و ا 


وبالتالي يكون: 1. 0 - 3-3 - (ةاير 
2. 3-3-0 - (2-3) خطنا - رعد) ير دنا 


3 جر 3جر 
3. 0- 3+ 3- - (3 -2) بطلا - (د) ”ير حصنا 
3 جر 3ج 
إذا: (3)ك/ر - 0 - ض)/ دهذا - (د)/ جمنا الدالة مستمرة عند 3 -8.وعند كل نقاط ]1. 
دجعر وجار 
56 5 75 5 0 عع هذ 
1- ناقش استمرارية الدالة امم عي 1د (يغ)يير . 
0 دير 1 
الحل: 
ندرس خواص الدالة: 
0 > عد 3 1- 0 > عر 5 ص 
0 5 
0 جع 1 - 0 < عد 5 286 ع 4 - ودار 
7 -311 1 
0 1 
0 دير 1 
وبالتالي يكون: 
1. 1 - (0)يىر 


2. 1- (جرايم ,صا 
3 1- - (تر)كمر صنئا 


الدالة غير مستمرة عند 0 -2 . 





الفصل الثالث النهايات 


2- إذا كانت (1)/ دالة معرفة على الأعداد الحقيقية على الشكل التالي: 


1 > ند 5 2 بم ذيعر 
2 > ع« >1 , م + ةم 1[ - (سىم أوجد قيمة 6,2 لتكن (1)/ دالة مستمرة. 
1 > ند 1 1 


الحل: 
نناقش استمرارية الدالة عند 2-1 وعند 2 -6. أي نحسب النهايات من اليمين ومن 
اليسار عند هاتين القيمتين: 
1- عندما 2-1 على النحو التالي: 
0 - (ط + تتط )سنا - ضكر جمنا و 1 - م حصنا - ضد)ير حصنا 


ا[أجو اجر أآجير أآاجير 
لكي تكون )/ مستمرة عند 2-1 يجب أن تكون النهايتان السابقتان متساويتين أي أن 
28-1 منها تكون قيمة ل -0. 


2- عندما 2 -2. على النحو التالي: 


واضح أن: 4+4 - (ت)ثر بصنا و 6 - قر سنا 
5 2جبير 
لكي تكون ()/ مستمرة عند 2 -4 يجب أن تكون النهايتان السابقتان متساويتين أي أن 
1 
اح ل. 
2 
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الفصل الثالث النهايات 


71 لمة 2 م1 وعطعةم2ممة 5 كه )كر 05 غتصستا عط كذ اءطمتتم عطا غهطا بهد 11016 - 
تكقطا اعدو 0 < 6 كاكتيكن عترعط 0 < 6 16101211 م - (د) /ر حصنا 


8> هي جد عم>[2-ضعمرا 


- 501116 ©0111111011 [1111115 : 





- *ن ‏ ير . 5111 . 
4م - قت ووز[ 1 1- 11 
2 - ند 2-8 21 مجع 
1 7 “و سد ثير 
5 77-1 3 
م2- | + [1| دنا ش م.- - - روون] 
1 0 4 و دير وجي 


عل تاعط8ا 2 مأ ع5م1ء قاعع ‏ 7 35 أقطا له ,. © < 32 1ه1 > موعم لعمقعل دز كر 16 - 
خقة 2 5عطعدم1ممة دكه )كر ]0 اتسنا لصعقط غطعت عطا 5ز , 2 ما عومك ماعع قداكر 
لك - زد)ا/ر ططنا : ع1 على 


معط" ه م عومك قاعع ‏ 1 35 غقطا له , © > 15081 © وعم لعمقعل 5ز تأر 168[ - 
كه تتأكر 05 أتططنا لصطقط أاع1 عطا 15 م أقطا 5337 ع17 ماعطا , ل ما عوم1ء كاعع ‏ تتاكر اوت 
:7111 ع7 320 2 دعطاعة10مطة د 
7 - (عد)ير حطنا 

- 1101 

:2010 6055ئلممه ع0110010 عط كذ تإلمه ممه كذ كاكتكرء ل - (2د) ”ىر حلا 

كاكتنه سل - (2)ير خطنا - / 


2 جير 


ياكته ‏ 2 - (د) 7 ططلا - // 


2 سخ 


يوك 32 - (عد)ثر طلا - (عد) رحتنا - 1/7 


تعر ع 5 
5 101107155 عطا خذز 4 - 2 أصتلمم عطا غ2 كلامناستاممه وزقتأر ممتاأعصلظ عط1 - 
:1010 


(هاير - / يونرن 
(0د) كر سنا - / وؤونين 


( © ) كر ع (عد) /ر مطذا - 777 
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الفصل الثالث النهايات 


(#)ير - (ند) ىر حصنا (6ر - دير سنا 


م جير [/جير 


15 2)/ر «ممتاأعصلة عطا كذ( 2 ,2) 1011521 معمه قله نه كتامناستكممء كز قار ومتاأعملة ع "]5‏ - 
( 5 ,4) 0 أغصتمم لإهة غ2 كنامتامتامم 

5 )”مر ممنتاعصدة عطا غذ| 2 ,>] 1تتعاصذ اع5م1كء 2 ده كنامناصتكصمء 15 )كر ممتاعصلظ ع1 - 
: أقطا طأعداد 2,7 غه لعطلع1 15 مااع طنط عط لله )6 2( 0 601112110115 

11601 - 
اللعغطا, © - 261 05م0 ناآ 015 تامتاطمء حا عق )اج لمة دز كر ]1 
. 4 > 25 وممتاعصدة كنامتاستاممء 15 (د) “)© - (د )( 7)) .1 
. 4 - 28615 وونأعطنا؟ كنامتامتاممء ذ5ز (د)ى 2 د )كر - (2 )( جع 2 ثر) .2 
. 4 - 8615 وامتأعطناة؟ كنامتامتاممء 15 (2 ) > »ا (0د ) كر - (32 )(ج << ثر) .3 

(د) كر 2 


| 4 > 4ج وم نعطلا كنامتامتكدى 5ذ0 غ2 (ت)ايى , حح - رر)ر 


>) 4 
)ع8 8 


ا عا عد عد عد عد عد عد عزد عزد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عمد 
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الفصل الثالث 


تمارين على الفصل الثالث 





س1: أوجد نهاية الدوال التالية أن وجدت »© 





ا 2 
(4 دير) حجر 

2 : 111 
2-2 *2جمر 

4: 1 
3( سير) عجر 





س2: أوجد قيم كل من النهايات التالية مع رسم بينها:» 


3 8 - 27 


2 [(6سعرد+ ضر4- )سنا 


1 . 
هلل 11 
)4 0602 ل4جير 

0 
للب بونزر 


4 سير 4 جير 


س3: أوجد قيم النهايات التالية مستخدماً نظريات النهايات: 4 


1 +دير3- تو) 535 


56 جار 


31 


2 
3 015 دون 
4 0 آجير 
إ- 
1 : (212-3) 535 
1- "(4 +ترة) الجر 
2 
1- “( +]) 0 
56 0جبتر 
تت 2 
9: 5 أكون 


1 جث 00 آجير 


2 (علمهجدة- ضاصسنا 
وجتر 


9-يزلء 
13ل 


51:1 
طغغلل ل ل غ11 





لا 
81جتر 


11 
2-71 | 0جبر 


2 
1-322 ا 
5: لطخ حلت ]1 
1 ب 0 آجيتر 


8-2 ليرا 
281-32 


11 
0جعر 
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:13 





5 ) 
1 1 1 
1- 45 جترة) جم 


:2 111 


:14 


النهايات 
8- تز2 . 
يوون[ 
226 اجر 
2 إد ح قل + ]1 له 1 
رون] 
26 ججر 


س4: أوجد قيم النهايات التالية مستخدماً القواعد السابقة في حالة ٠‏ + م: 4 


31 


:13 


:15 











1 2 
3 موجعر 
در + 3ر3 مجر ْ 
مجر 
3 4 ذا 6 
56 موجمر 
١ +‏ ينا 8 
دعر مجتر 
عد +2 دثر3 1 10 
5-2 - تير مجم ١‏ 
213 1 12: 
)2 551 31) موجير 
[10+ شر/ء عر + 2رلماسفا 
1+1 1 
عد ير ممدجير 


س5: أوجد قيم النهايات الآتية: » 


3< ., 21-5 ضار 
- :31 
3 >1 .و 1 
اليك 2 
2 1-<2 , 3 
1->خ12 ا ى, 21-3 


إلحمه| 
١ 2*1‏ ]يي !- ضع عند 2-1 
خط . ١‏ 1 


2 
3 1 ( حملا 
269 وا جسير 


21 ملو -21 لها . 
ب 52 لا 
,5 ممدجير 





25-1 2 
110 
[ + 25 مجر 
|5 + عر ع7 + تر.) طلا 


ممداجسر 


2+5 شر د تر2 2 

5 5 1110 
713+ :21 ل ير مجر 
وسير4 + نزرد 


2 11 
32+7- يرف مجر 


١ 8‏ لسر و بدك حمر عو كن 


عندما 3 جر 


|- )كر عندما 1-جثر 


الدوال التالية عند النقطة المبينة:. 

















النهايات 
3 عوير حك 
5 7 قير 4-ه)/ عند 1-3 
16 0 6 
2-2 عد تارك 
3 - )كر عند 2 -<1 
١‏ -6 
0 >مة .بف 1- 
4 ودمر , 40-وضكي عند 0 عير 
0م<عم .ف 1 


س7: أوجد قيم النهايات الآتية ثم ادرس اتصال(استمرار) الدوال عند النقط الموضحة أمام 





1-1 
1: اطلل )نم1 حيث 2-1 0 در 
عذأء - 1 جع 2ل جم 
3- 2 
0 شوين حيث 12-4 ,3<-عر 
1-4-3 تحجر 
3 تكد سنا حيث 2-مر ب4-ر 
دل - 6سعرةل قم 
جد ثور ؛ 5 
4: -1110 حيث. تحر 1[ددر 
1- 26 أآجيتر 


ا ا ع عد عد عد 6د 6د عد 6د 6د عد عد عد عد عد عد عد عد 


243 





الفصل الرابع المشتقة 


المشتقة 1611172111765 1116 


ليكن لدينا منحني الدالة (د)/رء ونأخذ النقطتين ((د)ثر , ) و [(/+د)/ر , 7+ ]0 
وعندها يكون 7 البعد بين النقطتين (2:0) و(0,/ ++) على المحور 2 كما في الشكل 
التالي: 





عندها يكون ميل الخط المستقيم 20 : 
رعد ا كر حلم جد مار _ 
7 70 


وعندما 0 ج-/ فإن النقطة 0تقترب من النقطة7»: ويصبح المستقيم 70 مماسًا 
لمنحنى الدالة “ر عند النقطة ((د)/ر,ج)ص ٠»‏ ويكون ميله هو النهاية: 
ا0 00 ات اس سمش 4 57 


7 جر م7 
حيث 4 عدد حقيقي محدود وحيث رمزنا لقيمة النهاية بالرمز د)/ر. 
تسمى (1)/ربالمشتقة الأولى للدالة ير عند النقطة (2)ير,*) وللمشتقة تفسير هندسي 
هام. فالشكل البياني لدالة نمطية “ر مخطط كما في الشكل التالي: 


لتكن (()/ر, )2 , (2د)/ ,داص نقطتين على منحنى الدالة ”م » وميل الخط 20 المار 
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الفصل الرابع المشتقة 


بالنقطتين2 و والمستنتج من إحدائيات هاتين النقطتين هو, [000.- ما إذا كانت 


(د حلط 
الدالة #7 مسقي نه :ز. 
فإنه عندما تقترب ‏ من + » تتحرك 0 على المنحنى ناحية 7» والخط المستقيم 0 
يدور حول ء وتقترب من المماس للمنحنى عند /. 
لنفترض أنه في نفس الوقت يقترب ميل 20 من ميل المماسء ويمكن جعله يقترب منه كما 
نريد باختيار” قريبة قربًا كافيًا من 3» لكن ذلك مجرد عملية نهائية » ويمكن أن نقول: 
ميل المماس عند 7 يساوى ( ميل 20 ) 277 ؛ إي أن: 


وم د 4ل لظ خدالى 7 - 0ط ررق1 


0 0 
حيث 7 تعبر عن المسافة الأفقية بين0 و7 بشرط وجود هذه النهاية 
(يجب أن نأخذ في الاعتبار قيم ‏ الأقل من و الأكبر من 1) 
أي أن مشتقة الدالة “رعند + هي ميل المماس للمنحنى )/ر -:ر عند النقطة 
(هك/ريم) . 





لمتغيرها كما أنها تمثل القيمة العددية لميل المماس لمنحني الدالة في الموضع المحدد ب 1 . 
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الفصل الرابع مسحت 


مثال: 
إذا كانت 2د - ()/ . فاوجد (4)/ لأي » باستخدام التعريف السابقة. 
الحل: 
2 2 
لاس اس 7 5 اشاس مسا ف 0 0 000 
مجم 7 20 
(/ جع 2م ير كر ل ورور 2 بد ثير ‏ . 
وبر ثبب هت ررور7 - 
2 7 جرم 
2 - 
02 -:21 77771 


في هذا المثال أثبتنا أن الدالةد - (د)/ لها المشتقة+2 - (د)”/ . هذا هو ميل المماس 
للمنحنى عند النقطة (2,+) في منحنى الدالة 2د -درء مثلا يكون ميل المماس عند 
النقطة (1,1) هو 2 -(1)/ر . 

وميل المماس عند النقطة (2,4)هو 2-4)ك/ر وعندما تزدادرد تتحرك النقطة 
(2,) لأعلى على طول النصف الأيمن للمنحنى والميل 2 للمماس يزداد. 





عند نقطة الأصل0- تكون0-(0)/, ء و ميل المماس عند النقطة(1,1-) 


هو 2 -(1-)'/رو للنقط على النصف الأيسر للمنحنى (0 >+) يكون ميل المماس عند كل 
قط ةجبالنا. 
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إذا كانت ل دالة معرفة على فترة مفتوحة تحتوي العدد 2 ؛فإن المشئقة 


الأولى للدالة “ر عند النقطة((د)/ر ,)حم تعرف بالنهاية: 


1 -01141/ 7 - (د)”/. بشرط وجود النهاية . 











ملاحظات عامة: 
1. المشتقة الأولى للدالة #ر عند النقطة (4 -2) هي النهاية: 


)2 -ل1/ < وار 
7 


وتمثل ميل المستقيم المماس لمنحني الدالة»ر عند النقطة((م)كر, 2). 
2. نقول إن الدالة >ر قابلة للاشتقاق عند النقطة + إذا كانت النهاية التالية موجودة: 
ره ا كر حزرع/ ده ار 
/ 


لط - (ه) كر 


شا - (») / 


وهذا يعني أن النهايتان: 
عار حرط عد مهار لت ار + رهار درم جمار 
7 0 / 
معرفتان ومتساويتان. 
وتسمى (6)/ بالمشتقة اليسرى عند العدد (6©) 
(*6)”/ بالمشتقة اليمنى عند العدد (©) 


اشم - (-4)'/ 


0 




















الفصل الرابع 
مثال: 
5 : 1 كد ب 2ج+ير3- غير 
أوجد (د)'ى إذا كانت: - (د)اى 
121 عد جذير- 
الحل: 
دز د ناة- ا يور ال0ااع كاك يريرك دون 
11-1 جم - لا “آجير 
وو وو 10-2 لق ال ورور 
"أآجم 11-1 "آجع 
1 - ا “جام 1[ - 11 +1 جدم 
5 5 
75 2007 شد لكا 2 لك 5007577 
+1[ جرم 1- 11 *1[ جم 


إذن (*0'م - 6-3" م وبالتالي فإن (1)'ع موجودة وتساوي(1-) 


مثال: 
أوجد المشتقة الأولى باستخدام التعريف للدالة 2+3 - 2)/ مع رسم الدالة ومشتقاتها. 
الحل: 
2 2 
2-37 ملل +غم)3 + 2 بسع - (38)/ - 4ك + ع) كر ررن7 حاى 
7م 0 جمدم 7 جم 
7 2 -42(5)ة3 +علم6 + ,3 + 2 022 
1 - 
7م 0 جعم 
6# - (382 + 6) - بسر _ (474ا)3 +1 كام ا - 
0 جمد 7ل 0 جعد 
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الفصل الرابع المشتقة 


3. نقول إن الدالةيمر قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (4,7)» إذا كانت قابلة للاشتقاق 
عند كل نقطة في م >2 >4. 
4. نقول أن الدالةير قابلة للاشتقاق على الفترة المغلفة [4,7]» إذا كانت قابلة للاشتقاق 
على الفترة المفتوحة ومعرفة عند الطرفين أي أن: 
ار عها ري 


(7)5 قط - (ند) 7 اقل 


5. إذا كانت (د)/ر -در فإنه يرمز للمشتقة الأولى بالرموز التالية: 
"ر بررط - إضعر]رم - يم كر 


2 437 
2د 


علمًا بأنه: 
بوضع /++ -/ فإنه عندما 0 ج-/ فإن + جح 2/ وإن: 


7 
فتصبح المعادلة: 
(عد ) /ر ح (زعمة) ير شل - (زر)'ر 
94 17 /7 عد - ديع 
مثال: 
استخدم تعريف المشتقة لإيجاد مشتقة الدالة: 7 - 427// مع رسم الدالة ومشتقاتها. 
الحل: 


3ب + * ررد 3 +ع ير 3 + أير د آرم مم - رز + عار 
 + 22(‏ 3 + نمام د ثير - ترز + 2 ورور 3 جر تعر 3 + ثبو د (ر)عمر - زر جع ر 
رد ) كر - (م + در 


7 - (2د) كر 
7 مجم 
(52 + سوج :)4 ير - 
7 0 جم 
7دة -(2, + بندة + 22 3) بره - 
0 جم 
“يدة - (نة) ار 





الفصل الرابع المشتقة 








مثال: 
استخدم تعريف المشتقة لإيجاد مشتقة الدالة: ١/32-7‏ - )كر مع رسم الدالة ومشتقاتها. 
الحل: 
على اك كال برضا - (ن)”/ 


37ل - 7-7 +مد )3ل 
77 


7 مجر 
يرول + 17- نز جاذل. ‏ 7حيرةل١-‏ 7-(,/ جد)ذل. .. 
> 7 - 
7-:3ل١‏ + 7- (/ +ي)ذلء / 0م 


له سد 7 

(1-سد3ل. + 7-(/ جند)تذل, )م 20 
ل سو ل ا 

(3-7ل+ 7-7 جمد)3ل ار 0م 
/3 5 

( 7-د3ل. + 7-/3 جترقل. أل 0/ 

0 3 00 

- 7-بز3/ + 7-جز3/ه‎  2/3:-7 
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المشتقة 











الفصل الرابع 
مثال: 
اثبت أن الدالة | | - )كر غير قابلة للاشتقاق عند النقطة التي فاصلتها 2-0. 
الحل: 
تون الاعاقة8!| يور 0-70 +20 رود ديم 
7 7 لجر 7 *0جم/ 7 *0جم/ 
سعاقت وو ع اكلا و اعفدم بورح التناارح لاح تللق ورور ص وار 
7 مجر 7/7 لجر 7 مجر 7 مجر 
المشتقة غير موجودة عند 0 -<1 
مثال: 
استخدم تعريف المشتقة لإيجاد مشتقة الدالة: 
د + شرة - فر - ؤراكر . 
الحل 
تار - ور تر 
7 0 - (د) ار 
( جير) + 2( جير)5- ت(/ 200 
7 مجر 
برح شرة + قر حر جبر + #ر/5 - ري ر10- شر5- ث2 + ترأير6 جر شر6 + 2ر2 1 
0جر/ 


7 
2 2 
(1+ع/ 1022-5 - 2/7 + رير6 + 61)/ اد وار 


7 0جرز 


1+ير10- تد6ح داكي .. 


1111111 7©9©©9295215171أ؟796؟بُيير /رإ ٍ ]ل سرش 
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الفصل الرابع المشتقة 








مثال: 
استخدم تعريف المشتقة لإيجاد مشتقة الدالة: ‏ 5+مر + 2ر6-- ودار 
الحل: 
صر حضط + )زر رار 
و اط - (د) ار 
5 + قتطل جير) + “قتطل دير )»6 - 50 
406 مجنم - 
5 ير - ثير6 + 5 ديرق دير + ش61 كير 12- ثتر6 - 520 
ير مجارم 0 
(1[ ججننذة6 -1212-اتدارى ‏ رى, 
1 شط - (د) "كر 
122+1-- هد) كر ٠.‏ 
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الفصل الرابع المشتقة 


قواعد الاشتقاق:. 5عالا 006أ0](/3] 


المشتقة الأولى للدوال الجبرية: 1005ع0لا 6أ4106013 101 ع/انأج/الاء 0 اماع 
نلاحظ إنه إذا كانت “ردالة قابلة للاشتقاق عند 17 فإن الدالة “ر مستمرة عند 2 


والعكس غير صحيح. 
1- إذا كانت الدالة “ر دالة ثابتة »م - (در)كر حيث + مقدار ثابت فإن: 0- م)'/ر 
مثلا: “2 - ور 
0 ح ليم ار 
2- إذا كانت ”د- (د)”ر حيث7 عدد صحيح موجب فإن: ‏ ”دم - وار 
مثلا: بوك رت 
"لبر 18 - جد)' كر 


3- إذا كانت الدالة “. قابلة للاشتقاق فإن الدالةيرم تكون قابلة للاشتقاق أيضًا حيث: 
ره 7 
ا 0 سد 
0 1 0 
مثال: 
إذا كانت “دو- ضار فإن د) 'ر 
شر 


0 
81 - :9)2 - جد) "كر 





وم 4# 
9 ع ومر9) _ ل 
) 2 


4- إذا كانت ٠‏ دالتين قابلتين للاشتقاق فإن: الدالة م +#رتكون قابلة للاشتقاق أيضًا 
07 27 07 
ححتتترتك لح ل بحم 
ار ير 5900 0 
مثلا: 
إذا كانت تر + تر + قرة - زكر فإن: 22 + كبر 7 + ثير 15 - (د) كير 
5- إذا كانت ” ٠‏ 7 دالتين قابلتين للاشتقاق فإن الدالة + +/رتكون قابلة للاشتقاق أيضا. 


07 07 07 
ا م 2 م 
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الفصل الرابع المشتقة 
مثلا: 

إذا كانت شير - ثير - ور)كر 

فإن: 2 - ثرد - ور) "كر 


إذا كانت ,ك/ر, ل كر , كر , كر دوال قابلة للاشتقاق: 
فإن الدالة مر+ ...+ كر+ كر+ /ر التي تمثل مجموع أو فرق هذه الدوال تكون 


قابلة للاشتقاق منها نجد أن: 
0 1 0 1 
عر كي 500 +2) ررك + ض) ور د ضار + ا 0 
مثلا: 
إذا كانت “67+ 11-37 - )م فإن: 24# +61- - 0)'و 
6- قانون الجداء (الضرب): 
إذا كانت ى ,ير دالتين قابلتين للاشتقاق فإن: 
1 1 1 
سددل 38 ]0ض - 2 بستكم 
ار )وي 0 تداكر - دارع ا 
مثلا: 
إذا كانت (10- تر) م , (دك5- ش) دير فإن: 
(10- 22).زمرة- اك 0 )م مك 
(10()212-5- ثير) + زغيرة)قر5 - ثر) - 
0 ير 20 - ثير 5 - ثير 2 + ثر 15 - ثير 3 - 
0 نز 20 - ثير 20 - ثير5 - 
7- قانون القسمة: 
إذا كانت ى ,ير دالتين قابلتين للاشتقاق عند م وكان 0غ )م فإن الدالة 4 تكون 
قابلة للاشتقاق عند وتكون: 


يم اده 


7 7 

(مد)ع سك رمد ) تر - زد ) كر سك .(ند) ى 

2 07 

: 00 
[(ند) ى] 


فى 
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الفصل الرابع 


1حير 


إذا كان ]دهم فإن: 
7 7 
للك ا 0 لكان 1 


2-7) 7-) 
1- دح 1 دير 


1س 0-12 
8- إذا كانت “ير حبر عندما يكون 7 عددًا صحيحا موجبًا فإن: 


47 
07 


ا 


مثلا: إذا كانت 2تر -ح (د)كر فإن: 
2 3- 2-1- 95 
1 - ده <<( -2()2-) - هر حيت 


ما/ الى 


9- إذا كانت (د)رل. -ير فإن: دابر 
)2.7 


مثلا: إذا كانت برك + ترد2/. دير فإن: 
5 + 2ير6 (5 + 62) »1 


000 1 مرك + ثير ١/2‏ »ا 2 


0- إذا كانت '( 8ا/ )7 فين: ض)ص >"( ضار )حابر 
مثلا: إذا كانت '( 2+ ترد ) -ير فإن: 
(2جعه4) ( 2+ 22 )3 دير 


1 1 -_ 5 5 ٠. 
1-إذا كانت ض)يرا؛ دمر فإن: ت)/ » «إضامر) - - “([ضار) دابر‎ 


مثلا: إذا كانت 1+ 2ر2 + شرا؟ -بر فإن: 


1 
16+ شر2 + ثر) دابر 


5 
ض4 + قرة) ؟ 1+ ثر2+ ا دامر 


6 





256 


المشتقة 

















الفصل الرابع المشتقة 


المشنقة الأولى للدالة التركيبية (قاعدة السلسلة) 005أعملن 6 عانا8 130 ) 

لقد سبق أن درسنا الدالة التركيبية» وسنحاول الحصول على قانون لإيجاد المشتقة 
الأولى للدالة التركيبية: 
إذا كانت م ,ير دالتين قابلتين للاشتقاق وكان (د)م -,: فإن الدالة التركيبية هي: 


ماكر - (هد)وار - ضد)(ومر) دنر 
تكون قابلة للاشتقاق كالتالي: 
هل و4 


ل ا ع ' 0 
كلك لاه داه ربح فارع ور 2 


مثال: 
إذا كانت 1 00 
1(7+ تي) ١‏ 


528 


الحل: 
نفرض أن 1+ #د-/ , ل -بر منها يكون لدينا: 
1 قن 7 أ 07 د 40 43 _ ده 
ع0 تالاه يدهن 1ل دل 
مكلت مرو 5- بده 


16س ثر) 1 5860 
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الفصل الرابع المشتقة 





مثال: 
20 4 5 ا كه 
إذا كانت 22ر3 + ير دمر , 6- ”مر دنر أوجد 0 
الحل: 
41 7ك _ برقل 
عد 17 اذك 
6 + قير4) 4زشرة + فين 5 - زر 6 قرو قرعت #3 
62 + ير4) "(ررة + :تر ) ذ - زر6 + تجر4). رر 00 
مثال : 
بفرض نَ دصا د ره , “املو بر أوجد 4 
21 
الحل: 
نعلم بأن: فم رقواله بذلك يكون لدينا 7,ز وم "2 حابر 
00 ةله دل 
بما أن ا منها يكون لدينا 2 (مر وني شاه الك 
1 : 0 
مثال : 


4 5 1. 511 ا 4 2 8 3 
بفرض أن 7" -/, ,مها -نر أوجد 0 مع رسم الدالة التركيبية. 
الحل: 


2 ا ٠‏ 59 5 ره 
نعلم بأن: 4 47 _ 72 واضح أن “00572 -/2 منها يكون لدينا * لا ور ومء ١‏ )2 20 
عد 1 1ه 0 
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الفصل الرابع 
المشتقة الأولى لدوال القوى: 21005ان؟ /ع/لا0 5 101 عأ ج/الاع 0 أوأع 


1 


1 - إذا كانت 7# عددًا صحيحا موجبًا فإن المشئقة الأولى للدالة ا ح نر هي: 


#4١ 1 2-1‏ 
حيث 0عدير الت 7 
42 


إذا كانت ” د - (2 ) كر حيث أن / , #أعداد صحيحة ؛فإن المشتقة هي: 








ا 
حيث 0 عدر مير كد - زر) ار 
7 
مثال: 
1 
إذا كان 212 ح برء فأوجد 7. 
الحل: 
- واي لع وظدونين 
57 12 12 
مثال: 
0 5 1 
إذا كانت تعر ح برء فأوجد ل 
1 5 
الحل: 5 ده 5" 
_ 6 6 
كير 6 
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الفصل الرابع العستفة 


اشتقاق الدوال المثلثية: 000005لا 119 ع5 ]0 علاتاولاثلع0 106 
1- إذا كانت مزه - تد)كر فإن: عددومه - قد)'/ر : 


الإثبات: 
د علو - د )كر 
2 )كير ح زو دعر )ار 7 ١‏ 2 
ٍ شل - ودار . 
(د) هذة - (1/ +22) طلة ررم ب صيم 2. 
7 1ط ح- زد 0 1 
د ملو - (/ اطلوط 05 + (/ )5م10 لاد ورت وار 
- بده 

(/7 )متود روزي + (1- (/ )ذومع)ظ صلد شل - هرا كر 

7 مجم 0جدرمر 

(/)صلو 1[ “اعد 05 72777 "اللسضكنت 107 511 1271 - 
7 مجر مجم 7 مجر مجم 


عد 5مك - (2.)1 5مك + (1.)0 ملو ع زد) ' كر 








2- إذا كانت مرومه - )كر فإن: د صلة- - )كر 


3- إذا كانت سه - م)كر فإن: بد كععة - )"كر 








الإثبات: 
0 ا 007 0005 
عد 605 
(د صو ح)ند طلو - (د 2)005 05 _ ' ١‏ 
“د ومع) 0 
وم - 0 / 8 0 - 70-2 
مدلععة د زدا)' راث 


1171111111 57570700شش©ي يفي ]ل ه30 1 ملؤي 
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الفصل الرابع 


4- إذا كانت عرءءهة - (م)كر فإن: 








د تتهاعة عه 5 - قد ) "كر 








5- إذا كانت برعى» - (د)كر فإن: 25 أ0» - - د) كر 
الإثبات : 
1 د ا/ر 00 جد تزعو - تتدااكر 
511 
( 5ومع).(1) - (2.)0 طالؤ _ وى ١‏ 
“م مزة) 00 
605101 رح -0053 > ىن 
1 صنو 6 طلد - 5112 - )ار 


6- إذا كانت 2 غم» ح (ر)كر فإن: 





د 5لا أ0ه - ع (د) "كل اث 


بدتعو- - زد) كر 
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الفصل الرابع المشتقة 


اشتفاق الدوال المثلثية العكسية: 021005ل1 1110 ع5اع/امأ عم أ0 ع/انأة/الع0 ع1 
- لقد وجدنا عند دراسة الدوال المثلثية أن الدالة: 


ده جدن 0 , [ااحاج وه : 511 
20 
دالة مستمرة ومتزايدة _.وتحقق -- | أ داعأف وهي دالة أحادية والدالة 
العكسية هي ' مزه بذلك تكون: .| .5 1 [اباح]: ؟ مذو 
لحساب مشتقة الدالة د“ هاه - نر نعلم أن: 
ملو دعر جور ! ملو دنر 


باشتقاق الطرفين نجد: 
1 


1 
بر تومعلء ‏ 605 


منها 1 1 1 
تبر - إل بر صلة- ال 


- لقد وجدنا عند دراسة الدوال المثلثية أن الدالة: 


حابر جدا'رور و20 - 1 


تدومه جد , [1,1-] ج [#,0|: وم 
دالة مستمرة ومتناقصة وتحقق 1-(05)0ه و1- -(05)2ه وهي دالة أحادية والدالة العكسية 
هي -05» بذلك تكون: .[0,2] ج [1,1-] : 0877© 
لحساب مشتقة الدالة ‏ ' ومه -«ر نعلم أن: 
ار ومه دير جور ومن دبر 


باشتقاق الطرفين نجد: 
1 1 


بر صنولء 511 


حابر جدانور مذو - - 1 
منها نحصل على: 
1 0 1 0 
نير - ]له بر دوم - ]1لء 


- لقد وجدنا عند دراسة الدوال المثلثية أن الدالة: 
1 


عد ةا جد ل 0 , |22 -] جلع,م: مم 
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الفصل الرابع المشتقة 


دالة مستمرة ومتزايد وتحقق + -+ صة) «منا و -+ هه «منا وهي دالة أحادية والدالة 


سدجير حر 
2 2 


العكسية هي ' مه) بذلك تكون: |5 -اجم: 7 هما ٠‏ 
لحساب مشتقة الدالة :د مها -در نعلم أن: برهه دمر جهنم !مها بر 


باشتقاق الطرفين نجد: 
1 
بر ثمةا +1 برأعع؟و 


ملو نر وم 1 
3 سل - 0 


حابر جاور “معو -1 








بر *وم بر وم 
1 
وبالتالى يكون لدينا: : دار 
١‏ +1 
مثال: 
اثبت انه إذا كان عد 0]مه دبرء فإن لت بابر . 
1+1 


الحل: 
بما أن 1 0-067 فإن 0061 -1 وباشتقاق الطرفين نجد: 
ححتته حابر جدارور ثمه وون - - 1 
بر ذععوهء 
21 1 1 2 
نر +1 بر ةنون +1 


مثال: 
: 5 1- 1 1 
اثبت انه إذا كان 3 22-566 ء. قفإن التابر. 
1- تد امد 
الحل: 
بما أن عد “ع5 بر فإن :رع56 -+ وباشتقاق الطرفين نجد: 12 82]مرع56 -1 
: 1- 
وبالتالي يكون لدينا: تابر 
١‏ 7[ 181[ عع5 
وبما أن [ حير مولن د برهم جدير 2عمة - بر خمف + 1 
1- 1 
يكون لدينا دار 


1- ترمد 0 1-بر 7عه ور عمو 0 
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الفصل الرابع 
مثال: 


اثبت أنه إذا كان ' 0566© <نرء فإن لخ ' 


الحل: 
بما أن عد 0566© -ثز فإن :05601 - ير 
وباشتقاق الطرفين نجد: 'بربرم» 05--<1 
1- 1 1- 
ويكون لدينا: - - حابر 
1- شراط 1حسبر عه ومع |ءهوه ومن [ 20:60 5م»ء 


5 


نتبجهكه: 


م« 


من قاعدة السلسلة نستنتج العلاقات التالية: 


1- إذا كانت (ضى) ' مزه -«ر فإن: 00-0 
- 
2- إذا كائ” - 1 شكس 
إذا كانت (د)»ه ‏ ومن -بر فإن: ل 
- 
ام وك ال دن 
3 1 كاله ريا ممرد رو و 0 
4- إذا كائ” 9 مساك 
إذا كانت )له )مه - ودار 0 
قداة : 


5- إذا كانت (دىه “عه: - (د)كر فإن: 


6 سل 
1- “تدا ادضاه 


)له 0 0 


حص سل 
1- 2 تد) اداه 


6- إذا كانت تد)ه'عء وم - زد)كر فإن: 
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الفصل الرابع المشتقة 


اشنفاق الدوال الزائدية: 211005لا؟ 0011اع0/إلا 05 ع/اناأج/الاع0] 
من تعريف ودراسة خواص الدوال الزائدية نحصل على: 








1( كبك - 6 طهثة وبالتالي فإن 0-0-6 - عد طمنة) 
ومنها نحصل على: 2 0051© - زد طمنة) 
كما موضح بالشكل التالي: 
2 علم بأن: لكتكدي 0 وبالتالي فإن د -(2 طومه) 


منها نحصل على: تتطصةة - تطومع) 
ما موضح بالشكل التالي: 
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الفصل الرابع المشتقة 
3 تعلم أت : لله طمةا وبالتالى فإن: 
جرد 2 طومء اخ تدا 
2 : 2 
د ةم/ عهو د عر * طمما 2 ل ل ل -(2 طمة)) 
1 طأوم» 1 طأوم» 
كما موضح بالشكل التالي: 
4/ بأ : تكك 2 طأمه وبالتالى فإن: 
علم بآن: 2 طومهء ا ندا 
2 ليف 2 : 
عدم عموم دادر * طامه - 1 - 1 1 سد هه 0 5 5 طامع) 





د طصتو 1 2 طصتة 


كما موضح بالشكل التالي: 
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الفصل الرابع 

















5 عتم ععو 20 بالتالم فاث: 
( 3 طماد ١‏ لي - 
1 35 
مكمدسلك - (عت/ 56 ع( 
11د 
1 1 عد اوم 0 
51111 2 طلطاد 
د * طامه - 1 - 
ل طاأقى تم ععوع- - 
كما موضح بالشكل التالي 
1 
6( ح عت/ مء5 وبالتالى فإن: 
12 اوم د ل 
د ططةا عد/ ععو - عا ا الاك بيت يس - (عدر/ ع 
1 طوم 52 طوم» 1 طأوم» 


كما موضح بالشكل التالي: 
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الفصل الرابع المشتقة 








مثال: 
5 4 للدالة ( ثد مومه + مد طصلة دنر . 
الحل: 
من اشتقاق الدوال الزائدية يكون لدينا: ( نر )طسنة 3 + 2د اوم 21 4 


ذيرلل.2 





مثال: 
0 ا 
اوجد 2 للدالة ((*0)26زو)طاومء ++ طهما ع بر . 
1 
الحل: 
من اشتقاق الدوال الزائدية يكون لدينا: (*م )دمه ((5© )صلو)طمنه “م +عدة/ مهو - 00 
م 
مثال: 
44 5 
اوجد 2 للدالة 2 ومعء)طومه دير. 
44 
الحل: 
واضح أن الدالة تركيبية بذلك يكون لدينا: 


05ع)ططاوع ماو - <( 5 )مد 95 - 2 ومن)2 5مع)طملة <امر 
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اوجد اقلت للدالة عر طمنو +م عطومه دمر . 
0 
الحل: 
واضح أن الدالة تركيبية بذلك يكون لدينا: 
عد طومع. طصذو 2 + طسصتو طوم 2 حبر 
2 طأومع طمذد 4 - 


مثال: 
اوجد '«ر للدالة د 7طومه -2 “ طمذو ”زر مع الرسم ؟ 
الحل: 
واضح أن مشتقة الدالة هي : 
د طصتوة طوم 2 -2 اومعء. طصذو 2 حمر 
0 - 
طريقة ثانية للحل ؛ 
تطلغ يأ . 2-21 “طمنو جع “لطومء وبالتالي يكون لدينا: 
1- - “طمو حمر “طومء)- دعر لطومه نز “طصذة <بر 
منه تكون قيمة المشتقة هي 0 - 
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الفصل الرابع المشتقة 


اشتفاق الدوال الزائدية العكسية: 5 0101ل أ001]ع0/ال ع5اعلام| 01 3]0017/ا1اع 0 

من تعريف ودراسة خواص الدوال الزائدية العكسية والدوال الزائدية نستنتج العلاقات 
التالية: 
1 - مشتقة الدالة * طمند: 


نعلم بأن: 1 ' طم مر ح- 'ر طمته -+ باشتقاق الطرفين نجد أن: 





1 1 1 
2 3 ابر انور أومه - 1 
بر طمنو + 1/ء ‏ مر طومءلء ”ر طومء 
1 1 
متها اح حار 
1[جد ير 


2- مشتقة الدالة ١‏ زوم : 


نعلم بأن: عر “طاومه - بر ح «رطومه -م باشتقاق الطرفين نجد أن: 
0-0-1001 1 
1-نر 2 طووءل. بر طصتة بر طصته 
1 


منها ع 
5 1- تله 


حابر ج'نور طماو - 1 





3- مشتقة الدالة ' طمه : 
نعلم بأن: عد “ل طمةا حبر حج رطمة -+ باشتقاق الطرفين نجد أن: 
"زمر 7 طمة) - 1( حانور “/ عهو -1 
1 1 
نها نحصل : - حت 
ف على ثر-] برتطصة -1 3 
4- مشتقة الدالة ام : 


نعلم بأن: د 7 0)مه -در ١‏ > «رط)مه-2 باشتقاق الطرفين نجد أن: 
1 1 
2 


عر - 1 بر طامء -1 
منها نحصل على: 


حال جابر[بر * طامء - 1( -1 




















الفصل الرابع 
مثال: 
اوجد © للدالة “تم[4 - قر4 + ثر) ' طمزة -نر. 
4 
الحل: 
من اشتقاق الدوال الزائدية يكون لدينا: 


2 3 
12ل تير4 لخدتي ا لدت 4 _- تير 4 35 ير 31 طلطلد درس 
5 تمرك + تر) + الء 

مثال: 

مض 2 الوالفت ار ييه 36 

وجد 3 طملوز 3 +31 )صذة) طومهء د دبر٠‏ 
44 1 
الحل: 


ا كك ل ل ا ١‏ (آ طومه ( 23 +3 )متوال - ا 
1 1 


1- (23 جعر3)منوالء 1 





مثال: 
اوجد -©2 للدالة ل ب(ع جيرق ق)” طهها دتر. 
44 1 
الحل: 
من اشتقاق الدوال الزائدية يكون لدينا: 
1 13ر3 8 0 
أي “(6 +مدة+ ت) -1 دل 
مثال: 
0 5 1- 
اوجد 2 للدالة مد /مهو دبر. 
44 
الحل: 
باستخدام خواص الدوال المثلثية العكسية نجد أن: 
. ع بو عه دعر جد برعو دير 
نز اوم 


المشتقة 


2 


4 
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الفصل الرابع المشتقة 





بذلك تكون 4خ - م وباشتقاق الطرفين نجد: 





7 م6 دام 
زر طملة > نى 
بر طاومء 
ولكن: 2-1 “ اومه - * طصذد5 وبالتالي يكون لدينا: 
9 نطوم - _ ند توم - 5 
1-بر تطومعءل. ‏ 7 طصلة 
1 
1 0 1 00 
ثير - ]امد ثر-]1 7 0 
ير 58 
مثال: 
4 
تت 2 5 
اوجد 46 للدالة 24+5- # 27 إذا كان/5105أ5-” مع رسم الدالة التركيبية ؟ 
الحل: 


نوجد مشتقة الدالة 4 والتي تكون على الصورة : 
2 طماد + حأوم» عر 
نعلم بأن: (1-ن) 217 -نر2- و2 حابر 
بذلك تكون المشئقة على النحو التالي: (1- طومء جد طصة)(د طمنو +ع طومء) حبر 
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الفصل الرابع المشتقة 


اشتفاق الدوال الأسية و اللوغاريثمية: 
05لا ٠00311‏ 300 ا تتأمعممم»اع 0 نمنأ ةلامع ع1 
نلخص فيما يلي بعض الخواص الأساسية للدوال الاسية و اللوغاريثمية: 
- الدالة الأسية نرمز لها بالرمز مزه تعرف '6ج-2 , #رج// :مءاء وهي دالة تقبل 
الاشتقاق على 1 ومشتقاتها بشكل عام (د)م»ه -'(0)م»ه) وإذا كانت 12-0 فإن 
1[ - " - (0)م*ه وهي دالة حقيقية والوحيدة التي تحقق هذه الخواص. 








حد الوالة الكنية واله مستمن* ونتز ايهة على +1 ويصقلة عابة: 
ل ال 
- الدالة الأسية تحقق الخاصية التالية: 
ببه لكل “اك (مرجد) . 
- الدالة > <-2 مستمرة ومتزايدة على 2 وهي الدالة العكسية للدالة اللوغاريثمية وتعرف 
على الشكل التالي: 
دساجعجع , #رجث// :صا إذا (رماد مج م دنر) لكل “كج (تررد). 

- الدالة اللوغاريثمية قابله للاشتقاق على 1 ومشتقاتها بشكل عام + - )"1 لكل جرعع. 
- الدالة الأسية دالة مستمرة ومتزايدة على 1 وبصفة عامة: 


م -ح )مآ حملا و ممد-ح )صا نطلا . 


ممدجار 





2/3 











الفصل الرابع المشتقة 
اشتقاق الدوال الأسية: 20005(ان؟ 31أ00720ع 01 3000/(/ع0 ع1 
1- إذا كانت الدالة 60 معرفة كما يلي: 
0 <ه:؛ “م - )ار دير 
فإن المشتقة الأولى للدالة (د)/ر تعطى : 6ه دامر 
مثلا: 
إذا كانت “3 -بر فإنه كما هو موضح بالرسم: 
33 ابر 








2- إذا كانت الدالة (د)كر معرفة كما يلي: 

0 <ه :؛: م6 - ار دير 
فإن المشتقة الأولى للدالة )كر تعطى : هما "مم حابر 
مثلا: 

إذا كانت *6<ا5- ض)كر فإن: 
6[ "6< 5 - (د) "كر 
3- إذا كانت الدالة (د)/ر معرفة كما يلي: 
فالوم - ؤراار 
فإن المشتقة الأولى للدالة (د)”/ر تعطى كما يلي: 
بوضع (د)/ر -#4 حيث ” قابلة للاشتقاق في 1. 
“ هم - مر ٠:..‏ 
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الفصل الرابع المشتقة 











ل 44 0 
4 7 4 
07 
' ّمه 2 5ل[ ” م1 كك 
و7 


مثال: 
و قاس 35285ك زر فارع وو 
الحل: 
(4 ع6 ) »2 1ع 206430 برع د ور ) "كر 
2 ع 20613450 هر (32 بيرق 4) - زر ) كر 
4- اشتقاق الدالة الأسية ذات الأساس 2.718 2-2 
إذا كانت الدالة )كر معرفة 66م -بر فإن: 
د 
لامها 76 حار 
وحيث أن: 2-1ج1]2 عليه فإن: ‏ “6م دابر 
مثلا: 
إذا كانت “325 - ور)كر فإن: 
“155 - ور)'كر 
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المشتقة 


الفصل الرابع 
اشتقاق الدوال اللوغارتهمية: 2105ل 003110 ]0 عنانأه/اثاع 0 16 


1- إذا كانت (د)'ير معرفة كما يلي: 
1[**د» , 4<0 : بدرعه1ث/ دبر 


فإن المشتقة الأولى للدالة (د)/ر تعطى: 


2 2105 , 
00654 داير 
1 


مثلا: 
إذا كانت (32)م عوم/3 دمر فإن: 
»عم 3108 , 
كسم وار 
1 
2- إذا كانت (د)كر رع510 -در حيث 21د , 0< فإن المشتقة الأولى تكون كما يلي: 


بوضع (د)/ر -/ حيث ” قابلة للاشتقاق في 2 الى همال حجر 
ومنه فإن المشتقة الأولى: 


مثلا: 
إذا كانت (تد6)عم/ 3 دمر فإن: 


4 4 
1 -00 _ 5 كه 20601 56 
1 1 61 


3-إذا كانت (د)كرمعرفة كما يلي: 





تدطام دنر 
فإن المشتقة الأولى للدالة 0.)/. هي : 
> مآ[ م غانق وكيك أن 1 -2 م1 بذلك ا 
31 
مثلا: 
إذا كانت 7-187 فإن: 2-1 
ل[ نل 
مثلا: 
« و هون ةُ 2 
إذا كانت مم21 -مر فإن: كان 
36 





الفصل الرابع 

4- إذا كانت الدالة (د)/ر مام -:ر فإن المشتقة الأولى يتم إيجادها كما يلي: 
بوضع (2)ر -#دحيث “” قابلة للاشتقاق في /د أي أن /ه1م دمر 
وبالتالي فإن المشتقة الأولى تكون: 








1 - © «ط[ : ع 07 كه ا 80 نكا 
1 عد آنه اتن و 746 
7 #7 
سك وات متك بن م 
1 0 7 


مثال: 
أوجد المشتقة الأولى للدالة م1“ <بر 
الحل: ا مد ]د زكة مور م * مس «دابير 


38 38 





مثال: 

أوجد المشتقة الأولى للدالة 22 مذو مآ “© - مر. 
الحل: 

تفاضل حاصل ضرب ثلاثة دوال: 


56 1 
2 و0ع نز 0[ “26-2 + نر 2 وزو تت 24 
1 





آم دنر 2 طمنو عر م[ 26-2 
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الفصل الرابع المشتقة 


التفاضل الضمني للدوال:- 00005ل1 غأءأامم؟! ؟0 0/6أة/أ/ع0 
يقال عن الدالة م)كر -ير دالة صريحة لأنه يمكن فيها التعبير عن الدالة بواسطة 
المتغير + وبشكل عام وهذا هو الحال في معظم الأحيان كما في الدوال المدروسة في هذا 
الكتاب على سبيل المثال كل الدوال التالية صريحة: 
0ر7 قرو قرقدبر , وجيرأ دنس , ملو دس , 
ولكن نتداول أحياناً مع الصيغ دالية لا يمكن فيها فصل المتغير ‏ عن الدالة / وتعطى المعادلة 
بالصيغة 0-(ربد)ك/ر وهنا تسمى الدالة ضمنية فمثلاً المعادلة: ن2- #ر3+ مد +برض2- مر 
يصعب فيها فصل 7 وحسابها بدلالة 3 » لإيجاد 7 في دالة ضمنية نتبع الخطوات التالية: 





2+8 بر 


1. بطريقة المباشرة: 

أ. نشتق طرفي المعادلة بالنسبة للمتغير . 

جقخل "المعاذلةالقاكحة اتضداب "31 :بذلالة كلا م يد و 
مثال: 

اوجد 2 للدالة 5 + بير ع شر3 - أبرزير. 

ع0 

الحل: 

المطلوب هنا اشتقاق «ر بالنسبة ل + وهذا يعنى أن :ر متعلقة ب + يعنى وجود دالة 
حيث (د)ك/ر -«ر ولكن / غير واضحة لدينا » لذلك علينا الاشتقاق ضمنيا فنحصل 


عل : 
بر" بود ح ير 6 - 'بر*بر2)3 +دثير 
6 + دس اس حا بور حا بر 2 برع 3 
د 6 + ثير اير د(ع - 2 بعد ة)'رر 
6 + تس - 
4 ات ايز 
- نود 3 
مثال: 
إذا كانت المعادلة: 52+1 ح تتر4-بر3+ “بر فأوجد 4 . 
77 
الحل: 


نفاضل بالنسبة للمتغير : 





6آ2 





الفصل الرابع المشتقة 


6+1 م ده - انرز + “)كم 
7[ 4 و 7 4ة 
4 426 
5 +1225 _ 7ر هك 
3 + 37مبر4 04 


5 -2ير 12 بر4 


2. تفاضل الدوال الضمنية بوساطة اللوغاريتم د60 ه ناسعن كنل تسطاسدعه.1 
لنفرض (د)ك”ر و 2)م دالتان قابلتان للتفاضل عندئذ لإيجاد المشتقة الأولى للدالة 
"'*[ض)ر] - بر نتبع الخطوات التالية: 
1. نأخذ م1[ الطرفين وعندها يكون لدينا: 
ضعي صاض)عم - "“[ ض)/ر ]مها د برها 
2. نشتق طرفي المعادلة (1) لنحصل على: 
(د) كر 


)م اا جمد / (د) ع 


3. نضرب طرفي المعادلة (2) ب 7 لنحصل على: 


0م ا 00 


شرف يل د بلا شار تلو ل : 


|ك/ 5000 2 الى ضء |"اضام] دمر 





006 حامر 


مثال: 
أوجد 2 للدالة 4 > 0 موضحاً الإجابة بالرسم. 
الحل: 
نأخذ 1 طرفي المعادلة ' ->77 نحصل على + 15 - *4 م[ - :رما نشتق 


طرفي المعادلة على النحو التالي 1+ هآ حورجم جم ها لم تصرب طوش الحدايلة 
0 1 


ب [تحخحصل على: (1 +2 م) "2 - (1 + م صلابر حاير 





209 








الفصل الرابع المشتقة 








مثال: 

أوجد 2 للدالة * "0 «ذة) - بر موضحاً الإجابة بالرسم. 
الحل: 

نأخذ 1 طرفي المعادلة * ”2 2مذة) - «رنحصل على 


تدطلة] 


لاك طاطة مها - ”7 1 ملو)ما - ترما 


نشتق طرفي المعادلة على النحو التالي 


1 + صو ماعد لمعو عر امع مها + نز ملو ملع لعو - لك 
1 


(1 +2 طلة ماد © عهة - ند امع 1 للها +1 ملو ماعد * عهو)جر حابر 
بالتعويض عن **512) - /رنحصل على: 


(2+1 صنو ماع “ عهو - عد أ00 2 مما +2 ملو ماد * عهو) 


طلا 


د صلة) حامر . 
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الفصل الرابع المشتقة 








مثال: 

أوجد '” للدالة *(1+ 22) دمر 
الحل: 

نأخذ 10[ طرفي المعادلة *(1+ 327) >7 نحصل على (1+ 342)ما - برها[ نشتق 
طرفي المعادلة على النحو التالي 


2ر2 











ح + (1 + 22 )م1 - 3 اند يه ته اك 
1 د اير 1 + اير 0 
نضرب طرفي المعادلة ب [ نحصل على 
2 
رحني روتووا رح 
1+ ير 
بالتعويض عن *(1+ 327) > رعن نحصل على: 
2 
)0 0 + (1+ شير )م "(1+ 22) دنر 
1 +ع 
مثال: 
3 2 2 5 
امعد ازا كلانة لل انا 03 ل وريز .ضيه الأهاثة بالرسد: 
وجد ”ل 2 ك2 ويانى إجابة بالرسم 
الحل: 
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الفصل الرابع 
كمع ل 6+ : المعادلة 5 11+ 2+1(2:)223) ])_ 
خذ لوغارثم طرفي ١‏ م 


لنحصز 173 + ت2يعر)1(2 + ير) 1 _ 
على | 107 ا لشت | ان 


وهذا يعنى أن: 
(2 + تم )مل “للدم )مل ”لل تم )مرج “رجهم )ملاح د برها 
2 3 3 2 
4 + 2 )ماح - (1 نز )ساح - (1 + 22 )ماح + (1 ادر )ملح ح 
) ( 6 ) ( 6 ) ( 5 ) ( 5 


الآن نشتق ضمنيا طرفي المعادلة لنحصل على: 
1 4 1[ 3 601 1 
4 + *ذعر 15 1 دير 35 1+ 5ج 5 اي +[ 


نضررو٠”ب‏ النعانلة بت . 2137 27) للد | بى 
نضرب طرفي 5-5 7 + 1(:)22 عر )ا 


ع 4 1[ 3 2-0 لاكشا 1ك 


4 + ثير 5 1دير 5 1+ ثير 5 ير +] 4(2]5 + 2-1(:)22) 














2-2 
0 5 
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المشتقة 


1 


0 




















الفصل الرابع المحة 
المشتقات من مراتب عليا 11/3101/65/ع0 01061 -1101ا 
لتكن )كر -در دالة قابلة للاشتقاق عندها يمكن حساب المشتقة ”7 فإذا كانت قابلة 
للاشتقاق يمكن حساب المشتقة الثانية "2 وهكذا نتابع لحساب مشتقات من مراتب أعلى 
ولنرمز لهذه المشتقات بالشكل: 
كرو ا ل ل ل اا 


لابتوف أن النتفيققة نع العرشة تر لل الف 2 


مثال: 
أوجد "'مرء "مرء "ل للدالة 5 +2ر3 + شير ب شير + كير داس 
الحل: 
توجد أولا: على النحو التالي: 3 + 222 + 622 + أير4 طابر 
وكذلك: 2+ 22+12 12-"بر 
ثم: 2 + 2ر24 ح "ابر 
منها نحصل على: 4 - ثثابر 
مثال: 


1 رايا / 1 
أوجد.ء ث/زء 7ل للدالة 37م سح ع يرل مزرى + كير دبل 


1 
الحل: 
تواطة لخ على النحو التالي: **36 بك مه وم 4 + ثير 4ك طابر 


: 3 
ثم: 0 *مو9 + + د24 صنو 25-16 12 د"بر 








مثال: 
أوجدء '"زء ”7 للدالة دما قر يرل دير 
الحل: 
ا : 00 يدا 
نوجد أولا: 7 على النحو التالي: 2 و 0ن 
ثم: د - 200 + سياس - د "بر 
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إذا كان (2را ومء 7/2 )صذه - بر برهن أن: 
0 حبر ة ورج نود "بر تعر -1) 
5 تر -]1 


٠. ١ 
(م 5' 5مك 7# )ومك -'سر بضرب 7 في‎ 


من الواضح أن #ب 
2ير - ]يه 
نحصل على (3 ' 7705 )و0 م- حابر 2 - 1د ثم نوجد '” على الشكل التالي: 


13 38 ١ 3 5- 0 

لكك ل 5 77 )لذو -) 7 - لابو سكتب "ير ذير - [له 
2 2 
عر - [له عر - 1 


(م أذ وم #ر لد درل 1 1 "رت - آل 
ير 7 1/ 2 


بالضرب في المقدار 2د-1/ه نحصل على: 
0 ح بر امور وضر - 1) 





مثال: 

إذاكان اكب زهجم الو الل موضها الإحانة بالرس 
الحل: 

1 ٍ 

أولاء ' النحو التالكل: ‏ ل -تمر 
وجد اولا 7 على النحو لي ع2 
ا 1 ان 
قم مره 737" 
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الفصل الرابع المشتقة 





ات اعم لت دعوو ارون لك 
2 4 
الحل:. من خواص تنفاضل كثيرات الحدود نحصل على: 
فيرط نر 
2-0-9 
ب 15 1 آي 5 1 «رك 
2 م )3 6 3 ع2 


1 5 44 1 1 
2- إذا كانت (5جمر)3(2- تير4) دير أو جد 2 موضحاً الإجابة بالرسم. 
67 


الحل:. من خواص تنفاضل كثيرات الحدود نحصل على: 
(5 +عر) *(3- ثمر4) دير 
2 2 2 4 
(3- ثير4) + (5 دير )زر2()8 - ثر2)4 - جد 
20 
7 - تير4) + (5 +ير)(3 - 2ير1612()4) - 0 0 


538 








3- إذا كانت (ه- 240 _, ا ار 


1 0 
73 + 2يع) 


الحل: من خواص تنفاضل الدوال القياسية نحصل على: 
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الفصل الرابع 


لمع مم ارد 7ن 2) - (ر4) 707 + 2ر) 


1 4 
لمم 


-(7 + شر )(3 - 22 2) ع دير 4 


1 
3 ل ثير) 


اب ذا كانت "دوه الولوكين ؛ أوجد للك موضحاً الاعاية بالررضى 
_ 


الحل: من خواص تفاضل الدوال الجذرية نحصل على: 


3 


اتير + 13 + تايرلية د بر 

("7ه 13- 25 10)13) _((غن'بر )نل _ مر م 

حير و وي قيرالية 2 (ع)نرل. 2 " انتم 
1409تير 13 - اع 013 ار 4 


حي ب 13 ب ثاعرلية 2 2 1 ك4 





5- أوجد (د)'براء إذا كان تمد مزه تبر 
الخلة. .من كوامن قاضيق الذواله الأسةى المظفة تحضل عل : 
(دة) د لمأو + زؤشرة. مروون. قر “صنو ة) قر حابر 


مر وزو ترق + قروو فر لمزو رو دامر 
6 - أوجد «ر"'براء إذا كان 56022 - را موضحاً الإجابة بالرسم. 
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الفصل الرابع المشتقة 


الكل من خواضن تفاضدل الذوال السثائية تخصيل ظار:: 


نعلم أن "نيه ©©5 2 لها ح '(عزر ععو) وبالتالي: 220 56 22 هما) ع 2 عابر 








7- أوجد )ار 2 إذا كان 2985 
051 +1 


الحل: من خواص تفاضل الدوال المثلثية نحصل على: 
1 متو جر 2 95 +2 605 _ (32 طأو -)ة صلو - (د 5م22)6 ومه + 1) _ 
57 وم + 1) 22 وم + 1) 


دامر 
1 د 05ح +1 ١‏ 
سد 
8- أوجد (د"بر ء إذا كان 2(7د مز تمر - برا موضحاً الإجابة بالرسم. 
الحل: من خواص نفاضل الدوال الاآسية و المثلثية نحصل على: 
“لمر ونو) لرة + شرة فر وو 7د هنو )3 قر حامر 


“لمر مذو) شرة + قروم 207 منو) قرو دامر 
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الفصل الرابع 





9- أوجد )"در ء إذا كان تدعووك« دنر 


الحل: 
0 
مرتعوق دبسر جد :(ترعو) دس جد تترعوول دنر 
2 1 
(تتدعى ثراو -)(شرة) 2 رثر ار حابر 
1 


1 


2 3- 
مر عون أثر أون فر 2 كار 


0- أوجد )"مر »ء إذا كان 6 ممام دنر 
1 


الكل مق خراسن تفاضبل الدوال الملقية فحصلل على.: 


1ت ازجذ المقتقة الأرلى [ذا كانت ددر ميوضها الاهاية بارس 
الحل: ١‏ 
1 _- 
10 بر 2 حر 
(2 +2.107521210()22) 1 ى, 
02 )2 5 
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الفصل الرابع المشتقة 


ا . (10)2+1سا- (1+ع)(10م107*21)»* 4 , 
منها نحصل غلى: 0 - ا 0 داوق 
2 53 10 29 *> 10 >« 22 








2- أوجد المشتقة الأولى » إذا كانت “23م بر 
الحل: 
و 4# ير بد 4# هه 
-3*>5+(323) اتير حا 
ا ) 2 00 


(3+37)2ه3*1 22 - 
[ 2 + 3 سلد]*3م دار .:. 


3- أوجد المشتقة الأولى » إذا كانت مر3 وزو “2م بر 
الحل: 


ولو 25م دبر 


2- 4 . : 4 ا ا 0 
1 »بك قف | مدهت يك | م حابر 


(2) 2م )ةمذ + ؤدةوم 3) “2م - 
د ملو 2627 ير 3و0 3655 - 


(د3 هذ 2 -عر3 وم 3) “2م د .:. 
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الفصل الرابع المشتقة 


4- أوجد المشتقة الأولى» إذا كانت *57 -:ر موضحاً الإجابة بالرسم. 
الحل: 


الور كك و ون #فوووان 
7006 


منها نحصل على: (25()63]) 577 -ابر 








5- أوجد المشتقة الأولى 'برء إذا كان 2+3(7)ما-:ر . 

الحل: 
3١7‏ م )ماد بر ان 
(3 +2)ما 2 دمر 


2 44 1 
2- 3ل تاي 5-2 2 
3 +1 ) 00 م 7 


6- أوجد المشتقة الأولى 'بر إذا كان (122)2+3- در موضحاً الإجابة بالرسم. 
الحل: 








ولاوو كاررة عر )م21 دار 
01 


27 1 
(#جمماة _ 


1+3 


>> سس ىبي 
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الفصل الرابع 





5- ارهه مذ كافك - 10 حيز موطبها الإجانة مالرسه؛ 


1 205 +1 
الحل: 
( صذأو ح)(ط ملة) - رد 2()605 و0 +  )1‏ , 
7م وم + 1) _ 
1 * ملو دير * ومن اير ومح 
7م وم + 1) 5 
1 2+1 وم 


عد ومح +1 227 ومن + ]) 





8- اوجد “بر إذا كانت 222-5/١2+1(5ز3)‏ دبر. 
الحل: 
57 رن 1(5)2 +2 3) دنر 











201 


























الفصل الرابع 


17 جمرة)(6) . 5(12 -ع 2) +(2). 2-7 ) 15 3) در 


1 15 +32) 
23/22-5 (1832+1ج+ للد - 
22-5 له 


(18)3+1(7)22-5+ 32+1(5) 0 
1-5 2 له 
(89 -يج 32+1(5)39) 0 


21-5 له 


9- أوجد “بر إذا كانت م مما مهو - بر موكنها الإجابة بالرسم. 
الحل: 
د ةا د 1560 للها + عر 2 3256 ععو عابر 
2 


ع1 صما مهو در ”3 ععو - 


( * مما دير * عهو) مووى - 





0- أوجد المشتقة الأولى 'بر إذا كان (5- شنرة) بعه1 -در: 
الحل: 
(322-5)بعه1[ دير ٠‏ 


61 
5- 2ر3 


حاب 





© بعه1 عرفت توق كبن يونا 


3122-5 
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الفصل الرابع 


ءَ ع . 5 1 1 7 
1- أوجد -- إذا كانت - ضحا الإجابة با : 
-7 20 حم كار موعيظ ارو واريم 
الحل: 
13ر6 + ثر4) دير 
: الشف 1 د سيق "ووو ايوق داو د 2 
(7حير6 + ير4) 7 
فكهاً (6)42+3- ١‏ _ وق 


4سير6 + ثر )4‏ يل 





2- أوجد المشتقة الأولى "7 إذا كان ( “© صم) بعه1-بر. 


) سي ههةا) مما ح بر ١.٠‏ 


3 27 1 
2 2 - ) 6 مةا)لت-., 2 ان 
1314 0 32] جه 








3 أوجد (د)ير إذا كانت *(1-منز3) . 5(5 +2 2) - (داكر. 
الحل: 
(5(7)2 +م 322-1(4.3)2) + (1(1.)3-مر4)3. 5(1 +ع 2 ) - (جد)'ر 


- 6)212+5(72)32-1(72]2)2 2+ 5( + )32-1([ 
- 6)22+ 5(2)32-1(2)72+9( 
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الفصل الرابع 


وك ارح كنا كافك مرح 32 #صررك اقنر موا الاحابة بالريس: 
و 


الحل: 43 بير - ثرة) دبز 


2-1 23:)10-(4 م #بر5)- - 
الس ااا و اه 47 دير - هر 33/)5‏ تك 





5 أوجد (د)كمر إذا كانت 22+6(4/. +ير7) - ودار . 
الحل: 


21 
اش 7 6(3 + شرل دير )ل - زاكر 
6 + نيز 21 
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المشتقة 























الفصل الرابع المشتقة 


6- أوجد 42 إذا كانت مر4 هه -بر. 


74 
الحل: 
(4) .مرك *عوو . 427 صه)ة3 - “بر 
(ضك *عهة 4()4 * )3 - 


دك * عهو 42 * هوا 12 - 


7- أوجد “بر إذا كانت (تدك)دم دبر. 
الحل: 
(تدق)مذو تمد15-  -‏ (22د15 . [(تد6)صذهى-] ح بر 





8 أوجد “بر إذا كانت 6 مذو - بر. 
الحل: 

627 صنة) بر 
(6) سد6 وم . 1/2 رم مم دابر 


_ 3605 1 


511 يه 
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الفصل الرابع 


09 أوجد “بر إذا كانت نملو 2ح مر. 
الحل: من خواص التفاضل الضمني نحصل على: 

2 ).(بر صل + (مر.مر ومه)(22) ع “بر 
لز ملوعد 2 + ابرزير وم ثير) د ابر 
از صلوع 2 ح 'تروير ومع 22 ) ابر 

ل صنو2 - (بر ووه ث2 - ])'بر 
2351 : 
0 ا 1 
زمر ومكه نير - ]) 
0- أوجد “بر إذا كانت 6-0 يرك تر سيرثر- تمور4. 
الحل: من خواص التفاضل الضمني نحصل على: 
0 -5- شرة3 + (رترقدترفر) - ثيل + (ترثرقير4 
0 -5- شرو ررق ترثر - تر هسار تور 7 
0 -5- شرة +برشرة- أبر4 + وثر - “بود 0) بر 
5 شرة-برشرة+ فر4- _ 
مر - درور 7 


1 


1- أوجد بر إذا كانت 0ح برش + (بود)ومع)صزة. 
ا 0 - تعر ةبر جابر ير + (بر ج'مود )(«هد )صنو -)(مهد )ؤومء)وم» 
١‏ "بر ثير + ('مود )مود اصذة (مهد )ومع)ومك - 





الحل: 
6 0 2 0 2 
1 - ” * ع ('بر ير ع مر ) 
1 - 77> عم'برير + 57 م نل 
7* م مر - 1 - ”7 * ع ' بر ور 
لزاع 5 











الفصل الرابع 


اع 017 م 9 
3- أوجد د إذا كان 2 مما ح 7تمثبن , 
44 


الحل: 
مم ح لكج 3ران 
بد ذعهو د تللم (ابزير دبر) + تق ابر ةبرق 
بد كعهو - فلح ذبر ابعر ب قت كبرب لت بر ةبرق 
لت كبر سير ذعوو د لتم أبرير ب لت برة)'بر 
7 كبر سير دمعو ل , 


لتم ريز + 0ت تبرق 


4- إذا كانت 0 ع ثبو جبرير2 دشر فائبت أن 1 <ابر. 
الحل: 
07 5 5 07 
ا 7 لضا 
) 0 ( مر + ميد ير 


42 
0 


0 ح- و سبك ورت ب موه 
0 


بو و ف لك 
44 


5- أوجد بر إذا كانت 1ح #بر+ ثير. 


الحل: من خواص التفاضل الضمني نحصل على: 
0 ع ابرير 2 + ير21 


كد عد عد كد عد عد عد عد عد 6د عد عد عد عد عد عد عد 6د مد 
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الفصل الرابع المشتقة 


:)6 2( 12161121 طعم0 له زه لعمتلعل ع6 زدكر دنر اع[ - 
عع مقلع 15 , قد) "كر لاط 0ع1م0مع0, )6 © 3د 6ه تدأكر 01 عله لمع عطلا معط 1" 


.كاكتت اتسنا عط عت تعسصعط 171 
01 061171076 عطا 11م -2 أطامم عطا غه عاط هتنمعنع 01 15 كر دبز ملأعصرظ عط]" - 

11 , 15 ه16 .غمامم كتطا غه كأكلكء تداكر 

-(/+ 
.كأكلكرء لوه 7 - ونا دنا ع جد) كر 
7 مجر 

- 111 

5 101661012 حقطا طعط]!' , د - أطامم عطا غ2 عاطم تأمعىع ]11ل 15 ودار دبز 0م لأعصبظ عطا 11 

.0121م كلطا غ2 0105 7اطتاممه 
15 ]0 1075 1م50 - 

1ع , 2 غأقلامم عطا غه ع1اطه 1 أمعتء]011 وتنا ع تداع لله ودار 320 أمماكدمء ج ع6 0) اع[ 

1: 3 0-0 
0 


لمحل كد 
00 

م خاوو ترد اوم و كي 
0 


ض) "ضار + جد)عوض) ثر - (ضد)ع »قار 4 4 


27 و - 0ت 7 )ع _ ولا 4 
“(تد)ى) )م ته 
(ع111 متمطن)) 105اع112 0511م طام» عطا 01 عتكلنه كلعل اكلا عط 1" - 
لد (د)كر دعر ][ ,13 36 ك05صأعطتط عاطهتامعىع] 01 عا عط تداعى مهد كر أع.[آ 
1 + 0111205116) ماعطا , ند)جى - 1 
(لة)ثر ح (د) ع )ر - (3)(م ٠‏ [) حبر 


: 3 ]2 ع1طدتامء 0111 15 


0 رداب , 


ا الى الك 


77007 ع0 
:5 101107511215 ©12) 060112 79 , 101 مستقطن) رتم1 - 


كا شاد 
4 


> سس سس تسبي 
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الفصل الرابع 








5955 
١‏ ىر ل تار 4 20 
0 <ه ‏ , ).مم لانن - ممح 
4 
) م لالم - قالى 0 :3 
مار 4 
, 125 ضار )رم 2 :4 
مر _ 42 
0 - دير ما 2 5 
قد ) /رإض )تر اوم - إضد)ير 5 :6 
4 


ض) #رإض)ررامة- -إض)كر ا 7 
0 
ض) /رإض)رر|ءءهة - إضار ا 8 
ع0 
ض) /رإض)مر] لعهوع- - إقدارر ]امه ك : 
0 


ض) /رإض)ررامةإضامر] ءهة - إضار ]مك : 10 


ض) /ر[ض)ر اه [ض)مر] ععوع- - [قداثر ام :11 


5 1'115' 12515 عا 01 ع كلاو لمعل عل" 


تكلب - ضر ممدك :3 
0 -[ق)/ر] 1 5 
00 -[0)/] :5 


)كر - ِ 4 
-[ضرر | لعووء ك : 6 
1- د لءقدار 4 
معطا 0 - زمر دار 02هنالوء عط ما كه 9ع 1[مططا معلكاع عنء ( لصة 2 دع[طهتته؟ عط 11 - 


:5625 عوعطا 1011019 786 تامتاعصرة انامس عط عه "زر صق 6غ 
.2 مأ أعموع1 115 5وع510 طامط عله امع ]11ل عا .1 
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الفصل الرابع المشتقة 
بلك 01 امتأعصلة د مج 7 لمق مه "10 طذ ممتكهنالء عصناآناوء؟ عط عكاموع171 .2 


01 111721076ع0 11156 00 10 كمه اعمدك ‏ عاط تمعنع] 01 متنا عا تداع شه زاكر أع[آ - 


5 ]ع2 عط 20110397 عر 9 “زض) 14 ا دبز 


51065 طاهط ممسطاتتدع 10 عكلة.آ .1 


ضاير ما.ض)م - 7[ ض)ر ]ما - برها 


:15 طغهط م21 طعتء ]0111 .2 

5 ' 
لدوم - 2 
م 


تدر 





(د) رصا زد) م + 
:ل 2 1910م 1دك/ة .3 

ضكر ماض) ”م + ]| در 
: ل 05 عتالة7؟ عطا 6 111025أدوطناك .4 
0 كر 
)ار 





ضكر ماض) 'م + مم 8 وم |دار 


عد كد عد عد عد 6د عد عد عد عد عد عد عد عد عد عند 6د عد عند مد 
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الفصل الرابع المشتقة 


1- أوجد المشتقة الأولى (2)'/. باستخدام التعريف للدوال التالية:» 
“يرك - جدكر :1 
(©6 حير)(3 + ثير) - دار :2 
3 - تير4 - ثير - زر)مر :3 
(ذ -عر)(2 +2 )(1 -2) - ودار :4 
(احير) (شر+ ثر) - جار :5 
( تمه )عهو - (12 طأواوم + 221 للها - د )ير : 6 
(1-تدلم)(12+ شد) - ضار :7 


4 2 


عد مذو 10- 3ر13 + تير - ور)ير :8 
(عدلمصما دتروو + رو[ + م - 0)كر:9 


عد 15- 2ر3 ان + أبرعوو - قراكثر :10 


2- أوجد المشتقة الأولى 'ل4 للدوال التالية موضحاً الإجابة بالرسم: 4 











0 
كشب تدرو عداء ومع 2م دير :1 
4- مير ) 1 7 
م 538 
دير : 4 مر:3 
4 - 122 7 4 222 9 
عد ملو ثر د بر : 6 7 هم ثبرة). :62-7(3) دبر :5 
7 س ثيرولة دبر:8 د هذا “عر دعر امع 2 2 د بر : 7 
4 3 
خط _ حم كز 10 نس تبره 10 دنر :و9 
7+ روم 77 عدلية 1 
3- أوجد المشتقة الأولى 'مر إذا كانت:). 
20 وعد و8 2 0م تر ندل :1 
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الفصل الرابع المشتقة 


تزومع - ثبر :3 
7 ع عدد صةا - (نرد )متو + 222 :4 
09 تبعه - برل دامع + عر أنرومن :5 


2 


حتافك 
( نض )512 
( مدال ح زهو )سا + “م : 7 


“له 


(مد )سلما - م + وخلكت )إن :ع 
34 


(م ) 6وم - + (2ضر )امك : 6 





1 
) )05 - قم شير ب بر تج 18 : 9 
7ه 
د )امه - (قد)ءه - عزرل. ) (عدأيسر - تر) : 10 
4- إذا كانت رصنو 2 - بر برهن أن:). 
0 ح بر 2 طابر 2 -"مر 
5- أوجد المشتقة الرابعة لكل من الدوال التالية:>» 
[ف ضرق وقد زكرن ]1 
ان سير :2 
37 تح نر :3 
6- أوجد مشقة الدوال التالية إلي الدرجة 7 ثم حدد درجة كل مشتقة فيها:» 
1د عرق رودت فزة كير 1 
ات شير بو : 2 
وديرة ‏ شر دير :3 


كد عد عد عد عد عد 6د عد عد عد عد عد عد عد 6د مد 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


تطبيقات على المشتقات 2117211765 1116 01 4221162161011 


نقدم في هذا الفصل بعض التطبيقات الهامة على المشتقات والتي لها دور فاعل في 
إيجاد حلول لكثير من المسائل التطبيقية ومنها: 
معادلة المماس والعمودي على المماس١‏ الناظم) لمنحلى: 

كك 3 10 5ع12آ 21ج1هاظ لد اأمععمةد 1 عط1' 01 مم لنمسومظ 
نعلم أن معادلة الخط المستقيم ذي ميل +7 والمار بالنقطة («ر.,د) تعطي كما يلي: 
ند -نة )172 ح ول - رز 
وبما أن ميل المستقيم عند النقطة (.«ر, د) هو 
(د) "كر ح ور 
فإن معادلة المستقيم تكون على الشكل: 
د عد ) (وند) "ثرح ونر بر 
أو 
د -نة) 30 ) كر - (20) كر نز 

وبما أن حاصل ضرب ميلي مستقيمين متعامدين يساوي (1-) (بشرط أن أيَا من 

المستقيمين لا يوازي المحور الرأسي) أي أن: 








1- - ,ث7 » ,7171 
لذلك فإن: 
1- 1- 
- 727 آأق - و7181 
21 1 
بشرط أن: (0 * ربس , 0 ع و72 ) 


وبما أن المعادلة العامة للخط المستقيم هي: 
ود حنة) 770 ح وبر جبر 


فإن ميل العمودي على المماس يساوي مقلوب ميل المماس بإشارة مخالفة: 


/ 1 
 0(‏ (0د) /ر) . كلب جمودي 7 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


بالتالي فإن معادلة العمودي على المماس هي: 


دك بن) - وبر - برأو 00د ديمع - (لة) كر سير 


عدف ل 
(وند) “كر ند ) كر 
مثال: 
أوجد معادلة المماس ومعادلة العمودي على المماس عند 2 -2 لمنحنى الدالة”ر حيث: 
2 +يرك- 2 - (م)كر موضحاً الإجابة بالرسم. 
الحل: 
أولاً: يجب تعيين النقطة (,«ر.رد) ويتم ذلك بإيجاد ,نر: 
2-+510- 2 ح (ن2) كر ح ونل 
2-8 +(2022(5-5)02 - ربز 
(2.5) -(ننا .0د) 
إذا: 5 - 625 - ود )كر 
ميل المماس عند 2-2 هو: 6)2(5-5-19 - 7 
بالتالي فإن معادلة المماس تكون على الصورة: 
د )10 ح وز رز 
(19)12-2 8 حبر أو 0-<30-مر -ير19 
ومنها 192-30 بل 


ل 
بما ان ميل العمودي على المماس - و 


إذا معادلة العمودي على المماس هي: 
1- 2 
كر أو 0ح 154-مر1+19. 


577 د لك 
ينها تحص على و 0 





304 





الفصل الخامس 


تطبيقات على المشتقفة 








مثال: 


اكتب معادلتي المماس والعمودي على المماس للمنحني 25 - *:ر+ 25 عند النقطة 
(3.4). 


الحل: 


لإيجاد. .معادلة. الممان..نكتق: .طرفي المعادلة بالفسية ‏ للمغين :© فيكون, لديا 
0 ع مر 2 +21 


ول ,/ ,/ 
7 ومنها ادح بر جد يزه - ريز 2 .:. 
4 ) 


معادلة المماس هي: ‏ (320 -72)3 - وبر - زر 


3- 
8ن بخاص لاتسنوم 
(2-3) 7 0 


0 - 25 - مرك +ير3 
5 ميل(الناظم) العمودي على المماس: 
4 1- 1- 
اك - 111 
4ن 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 
معادلة العمودي على المماس هي: (20 -3) ,7 > ربز - بر 
.٠‏ معادلة العمودي هي: 


4م بر جح (3-م) ل - 4دبر 


0-برة 4 ج 0 ديرم 
مثال: 
اكتب معادلة (الناظم) العمودي على المماس للمنحنى 2+7 -نر عند النقطة (1,3-) 


الحل: 
لتكن +77 ميل المماس و +7 ميل العمودي عليه عندئذ نحسب +7 من المشتقة 'بر. 
بما أن: 22 ح 'بر منها 2- - 77 

فإن ميل العمودي عليه: كك 520 


.“. معادلة العمودي على المماس هي: 


1 
| 3لا ]ا - 3 - بر ومنها للا ك وسار 


١ 1 7‏ ال 
وج ب+ءط دمر وياد حدر كما في الشكل التالي: 
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50000 المشتقة 
الفصل الخامس تطبيقات على المشتقفة 





مثال: 
3 
أزجة معلالة العمنادن .و الخمودى للناتحتى 0-0 -”ر عند النقطة (2,4). 
الحل: 
نحسب 0 المشتقة: ع منها نوجد ميل المنحنى: 
1 عي ا- 


و كد 261 لكات بر بذلك تكون معادلة المماس هي: 


(23)2-2 -4-ىنر ومنها 2--:3<بر 
14 1 0000 
ومعاللة السدردي هن سس -- كبر ومنها: ُل-ب - -در كما في الشكل التالي: 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


نظرية رول جاع 1معط1' 10115 . 

إذا كانت ير قابلة للاشتقاق على (6,75) و مستمرة (متصلة)على [4,5]وإذا كان 
0 - (5)/ - (4)/رفإن هناك عنصر واحد على الأقل © في (6,7) حيث: 

0-و)/ر. 

البرهان: 

أولاً: إذا كان ()ثر - )ير - ضت)ير لكل (2,ه) عند 

فإن الدالة “ر تكون دالة ثابتة وبالتالي فإن 0- (د)ث/ر لكل (4,2) عمد 

ثاتيا: إذا كاخ هناك ماع حيك ن. كر دغر فن: وص رحدفارر 
(م)كر > (د)كرء لنأخذ الحالة: 


(1) (صار < ودار 





هناك عدد © في (2,2) يحقق ما يلي © )كر > )كر لكل + في (4,5) لأن الدالة 


متصلة ولهذا تكون لها قيمة عظمى. 
إذا 0> كر - در إذا كان ء على يمين العدد 2 فإن 0 >12-6 
وبذلك فإن: 
و ار رت 1 
0 - نر 
ومن ذلك: 
(1) 20000 لال تناك بزع - وم)ممر 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


وإذا كان »© على يسار العدد 3 فإن 2-6<0 وبذلك: 
وف قا )7 
6 ح ال 
ومن ذلك: 
0 لاك شاك 0ك آنا 
6ت بأل 0 
من (1)» (2) نستنتج أن: 0 - ©)”/ر. 
من النظرية نجد أنه إذا كانت الدالة “ر مستمرة على فترة مغلقة وقابلة للاشتقاق على تلك 
الفترة المفتوحة وقيمة الدالة عند بداية الفترة تساوي قيمة الدالة عند نهاية الفترة وتساوي الصفرء 
فإنه يوجد على الأقل عنصر واحد ء بين 4,7 ويكون المماس عند النقطة (©)/ر,»)موازيا 
لفو الكاضدى ف ركوق هتاك: أكتو كع فا جرخ م تكوق عنةن المشقفة ادلي صدز : 
مثال: 
أوجد العدد ه في الفترة (0,3) الذي يحقق نظرية رول للدالة مد6 - 2د2 - ضم)كر 
الحل: 
حيث أن 0-()/ - (0)/ والدالة مستمرة على الفترة [ 0,3] وقابلة للاشتقاق على الفترة 
(0,3) فإنه: 


6 عر 4 - (ير) “كر 
0 عدم -ع4 - )ار 
0 6 د م4 ..: 


3 
© وحقق قظرية رول لهذه: الدالة: 


مثال: 
أوجد العدد ٠‏ في الفترة (0,1) الذي يحقق نظرية رول للدالة (1- تد)تداء - ضكر 
الحل: 
بما أن 0- ()/ - (0)/والدالة مستمرة على الفترة [0.1] وقابلة للاشتقاق على الفترة 
(0,1) فإنه: 
ةم 


0 + عدأ “مدة - (يد) “كر 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


قر سس 


نضع العدد ع نحصل على: 0 دع ع3 دومع بر 





(3-1م) 2 
0 - يد 3675 
0 ابوك 


0 -1- ثم مم 


1 1 3 
عدخ 3 عدم تاد اح خم 
7 7 


من الواضح أن: ١‏ - © يحقق نظرية رول لهذه الدالة. 

مثال : 

برهن على وجود قيمتان للعدد © في الفترة (0,2)الذي يحقق نظرية رول للدالة 
(7+ه)(2 -م)د - )كر مع رسم الدالة ؟ 

الحل: 

بما أن 0-(2)/ - (0)/والدالة كثيرة الحدود مستمرة على الفترة [0,2] وقابلة للاشتقاق 
عليها فإن: (2 -تتعد +(7+تد)بد +(7 جعد)(2 -عد) - ضكر بوضع © بدلا من بر 
لبخصال غل .: (2-ع) +زتجم) +زتجهم)(2-ه) - وار 

وبمساواتها بصفر نحصل على : 

0 -ع2-تم +ع7 + » +56-14+ 62 منها يكون لدينا 0 - 106-14+ 365 وبالتالي 
يكون هناك قيمتان للعدد © تحققان النظرية . 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


نظرية القيمة الوسطى 7م1ع11201' ١72111‏ ندعء1/1: 
إذا كانت ير قابلة للاشتقاق على (6,7) و مستمرة (متصلة) على [4,7] فإن هناك 
عنصر واحد على الأقل © في (4,5) يحقق: 


(ععاكر - زر - )كر 
2 -6 
اليزهان: 


نعرف الدالة (2 جعر) اها 


7 
نلاحظ أن #تحقق شروط نظرية رول كما أن: ‏ (4) اكاك ور - 00م 


اكاك (ه)ير - )مر - (ر)ع 


إذا هناك (2,) >2 وحيث أن: 0 - (ن)'وومنها كاك كاك مسر - رمع -0 
0 - 
ومن ذلك نجد أن: ‏ (16/ للك زم)ير 
توضح هذه النظرية بأنه ليس من الضروري أن يكون (7)/ - (6)/ لوجود عدد » بين 
6 يكون المماس عند النقطة (6,/)0) موازيا للخط الواصل بين النقطتين 


( )كر ,ط).(0 )ره ) 





لآ 
(()4),ط) لمر 














الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


مثال: 

إذا كان 20+ )ب - (د)/فاوجد العدد ه في الفترة [ 0,3] الذي يحقق نظرية القيمة 
ادس 
الحل: 

حي أن الدالة ضه + ص - ضار متقئلة (تكقيرة الهدوة) وقايلة لاشكاف: 


2 2 ثلث / 
لق عد ح د ار 


(0)/ -110) ير 


كد رار 


فإنه يوجد عدد » بين (3 , 0) بحيث: 
11 7-0 _وصم 
3 


بذلك فإن + دم + د - *0؛ وحيث أن العدد +ّ/, - - ه يقع خارج الفترة(0,3) 


5 
”. فإن العدد » الذي يحقق نظرية القيمة الوسطى هو -ه 


مثال: 

رشك ناذا "لآ درسة عقذا واقي النقزة 2د ) فطق نظرية الفبية ندال 2 
١ :‏ 

الحل: 


واضح أن الدالة غير مستمرة على الفترة [1,2-] 

لأن العدد 0 يقع داخل الفترة والدالة غير معرفة عندما 0 -.. 
مثال: 
باستخدام نظرية القيمة الوسطى برهن صحة ما يلي: 

7 >0" , وحم كن لجما-م ةا . 

الحل: 

بفرض أن 2 ' 182 - (32)ي والفترة (المجال) الاختياري[ 4,5] عندئذ وبتطبيق نظرية 
القيمة الوسطى على هذه الدالة المستمرة والقابلة للاشتقاق على المجال [4,5 ]|نجد: 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


يذ صم -م 1 مما (ار - د / _ 


2 -م 2 -8 2" / 








متها جلك - )سير أي أن لس - (©6)/ منها تحصل على 
>' صها-م' ضما _ 1 
2 -8 ا 
ولكن 1> بل>ه لأن المقام أكبر من البسط وكلاهما موجبان 


2 مم -م ! طلها 


2 -6 
منها نحصل على: 7-4 >2 !5-1313 131 وهو المطلوب. 


إذاٌ 1> 


التزايد والتناقص ع2515ع1ع06 220 1121625128: 


لتكن كردالة معرفة على فترة ما ولتكن ,د , د عددين اختيارين في تلك الفترة عندئذ: 
5. تسمى كر دالة متزايدة ' 111261101 1201625128 " على الفترة إذا كان ْ 
تأر < (ود) كر ج د < رد “ا 
0. تسمى كر دالة متناقصة " 10221101 01601625128 " على الفترة إذا كان 
( بد كر > (ودأ/ر ج بد < رد ٠“‏ 
©. تسمى كر دالة ثابتة " 11121102 00256324 " على الفترة إذا كان 


(ود)ثر - (يد)ر لكل 7 ع ,د , يد تنتمي إلى نفس الفترة. 






ا 
1 
1 
1 
22 201 


+ تزايدية على الفترة 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 





+ دالة ثابتة 


مثال: 

ابحث تزايد الدالة “د - (د)/ر وتناقصها على الفترتين ©,0)- ,2 (00)- ,ل. 
الحل: 
أولاً: إذا كانت (0, 0-) © وى حيث: 

وك > وا 
0 > د .ى 0> يد 

وحيث أن: يد > بدوهذا يودي إلي #د < أبد مثلا 1- >2 - هذا يؤدي إلي 1< 16. 

“. الدالة (د)/رتكون تناقصية على الفترة (0,©-) 
ثانياً: إذا كانت (©, 0) © رد, ,د 






5 . ىك 1< 3 
حلت 
كد 0< بد , 0< يد 

وحيث أن ده 

جد > بد 
الدالة ضكر 

تكون2 تزايدية على فر - و 1 

الفترة ( 0م+,0) 

ذلك 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


بالتدقيق في الشكل السابق نلاحظ أن قيمة الدالة تتناقض على الفترة (0,-) كلما 
ازدادت قيمة *في هذه الفترة وأن قيمة الدالة تتزايد على الفترة ( +, 0©) كلما ازدادت 
قيمة 7 في هذه الفترة. 


ملاحظة: 

علمنا فيما سبق أن: 
ميل المماس في نقطة - مشتقة الدالة في تلك النقطة - ظل الزاوية 6 التي يصنعها 

المماس مع الاتجاه الموجب لمحور السينات. 

علما بأن ميل المماس لا يساوي صفر إذا كانت: 0 < 0 

وأفهيل الميلن < صكز ١1‏ كاقف: 0 < 60<م 

ومن بيان الدالة الموضح بالشكل التالي نجد أن: 

1- الدالة )/ تكون تزايدية على الفترات التي يكون فيها المماس يصنع زاوية حادة مع 
الأثماء النوحية لمهوو النينات: 

2- الدالة 0)/ر تكون تناقصية على الفترات التي يكون فيها المماس يصنع زاوية منفرجة 
مع الاتجاه الموجب لمحور السينات. 








315 








الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


مبرهنة 1116016111 : 
لتكن الدالة (د)ك/ر مستمرة على الفترة / وقابلة للتفاضل على الفترة: / ع (2,7©) 
1- إذا كانت 0 < (32)”/ر لجميع قيم (6,25©) 2 تكون (3)/ متزايدة على 


الفترة (2, ©) . 
2- إذا كانت 0 > (د)”/. لجميع قيم (0,2©) 2 تكون (131) “ر متناقصة على الفترة 
(5,©). 
الإثبات: 


1- لتكن ,د . بد أي عددين في الفترة (75,©) بحيث يكون ,8 > ,2 ولتكن 
الدالة () 7 مستمرة على الفترة ( و2 , ,د) وقابلة للاشتقاق على الفترة (,ند, © ) 
فمن مبرهنة القيمة المتوسطة نجد أن: 

(طد) ير - ررود) ر 


حت ولك 
بما أن ,3 > د ؛ كما أن: 0 < (6)ت/ ( من الفرض ) 
إذا 0< (بدكر- (يد)كر و بالتالي فإن: (زد)ير < (يد)/ 
وبذلك يتبين لنا أن: (يد)اكر > (بد)/ر جد ,و3 > رد 
إذا من التعريف السابق لتزايد وتناقص الدالة ينتج أن (3)/ تكون متزايدة على 
الفترة (2,72©). 


2- بطريقة مماثلة يمكن إثبات الجزء الثاني من المبرهنة. 


(2) كر 


مثال: 
استخدم المبرهنة السابقة لاختبار الدالة 337- > (3)#رمن حيث تزايدها وتناقصها على 
الفترتين المبيتين: 
(6,0 -) ح بآ ء (©,0) ح ورآ 
الحل: 
شرة- - ودار 
61- - د) كر .. 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


1 ) إذا كانت . تنتمي للفترة (6,0 -) - ,مآ فإن 0 > 32 وبالتالي: 
0 < ود)'كر ‏ جا (61<0- 
.". الدالة تزايدية لجميع قيم 2 © مد 
2 ) إذا كانت 2 تنتمي (0,2) - رآ فإن 0 < 2 وبالتالي: 
0 > (د)تير ‏ جا (612>0- 
.". الدالة تناقصية لجميع قيم 2 © د 
إذا كانت (1) /ر دالة حقيقية معطاة فقد يكون هناك عدد معلوم من الفترات التي هي 
جزء من نطاق الدالة (3)/ر وتكون عليها 0 < (1)'/ر كما قد يكون هناك عدد معلوم 
من الفترات التي هي جزء من نطاق الدالة (5)/. ويكون عليها 0 > (2)' /ر ولتحديد 
تلك الفترات نورد التعريف التالي: 
1- القيم الحرجة )مزه 1د0101 
تعرف القيم الحرجة للدالة (-) ير التي نطاقها الفترة .آ بأنها القيم: 
[6.>) -2 © د ير 
التي تحقق إحدى الشروط الاتية: 
ف :5:0 
م. )”ير غير موجودة ( غير معرفة ) 
٠.‏ القيمة © هي القيمة النهائية للفترة المغلقة 1 أو نصف المغلقة. 
ونبين هنا أنه لإيجاد القيمة الحرجة للدالة يتم إيجاد قيم * التي تكون عندها 
0 - (عد) كر 
او[ باتكدرق )"مسر انكي, 
كما يتم إيجاد ‏ التي يكون عندها مشتقة الدالة غير موجودة أي: 
(غير موجودة (د)"/ : ند ] - و4 
فإذا كانت م ١])ى#‏ لا © >عى, ء 0 
فتكون الفترات التي يتم فيها اختبار الدالة من حيث أن: 
نظ و كن" الي 50> (00) رده نعي 
( بع , »| و و6 و ©) و 2525711 و[ضمبع) 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


ونناقش ما إذا كانت 0© > ()'كر 2م 0 < (1)”ك/ر بمعنى نناقش التزايد أو التناقص 
للدالة عند كل فترة من هذه الفترات. 


مثال: 

أوجد النقاط الحرجة للدالة: 2 مرح م ابر 
الحل: 

نحسب المشتقة الأولى للدالة بالنسبة للمتغير *. نضعها تساوي صفر ونحل المعادلة ذات 
المجهول 1 . 


(١) 2+1(- 0‏ 2-2)- سير - شر د ضر ) راد ابر 

دففها [ذتعه ١و‏ 222 
نعوض في عبارة الدالة لكل قيمة ل 4 . 

3- 0 1 1 1 
تكد 2ت 0 2 - 2 - - 5-07 

1 ور ا رك كدرو د د عند 

1 1 5 19 

ح- 2 + (1-)--(1-)- دع جا 1- دير 
َ ) 3 ) 0 ار 


وبما أن (2)”ك/ر كثيرة حدود معرفة في مجموعة الأعداد الحقيقية +11 » فإن النقاط الحرجة 


م ).يتما 


مثال: 
أوجد جميع القيم الحرجة للدالة: 4 سعرلية *(5 جير) - ودار 
الحل: 
1 
واضح أن الدالة تأخذ الشكل التالي 4(3 -)5(7 + 2د) - ( )كر وتكون مشتقتها كالتالي: 


1 2 
473 سير )(5 +2ر)2 + 4(3 د ير)5(2 + - (عد) ”كر 
4(3 دير )(5 +221 ١‏ د هش 1 - ود )"كر 
36-73 


(4 اك + >(5 + ير) ا 3 
47 -3)2 


111 لط مسسيي222222270يي77©6؟ب/بيي ‏ سل وو 0 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


(2+5()72-19) [ 24 مك + 5 +ج](ر5 +ر) 


: - )كير اج 
302-473 47 -3)1 
النقاط الحرجة تحقق 0 - (1)”/ أو (2”)1/. غير موجودة 


إذا كانت 0 ع ()'ر فإن: 


- )كر 


_ ( 19خ 7 )(5 + 1) 


3 


0 
(4 -يير)3 


إذا كان وفقط 0 - (5()712-19 +2ر) 


00 7م 5- تر 
1 


()"/ر غير معرفة عندما المقام يساوي صفر 


0 > 2-4(2)لة - 4(3-م) 


أي عندما 4 -ير 


. 19 
.. مجموعة القيم الحرجة في 21 هي: 4ه ا 


2- القيم العظمى والصغرى للدالكه 721115 10111111211112 3110 1120امطتتلكتة 1/1 (د) أ 


تعريف: 
لتكن (.)”/ دالة معرفة على الفترة .1 وليكن »© عدداً في هذه الفترة عندئذ: 
وذ شمن (6) 2 قينة علض للدالة ‏ (27) 2 على الفقزة ب[ إذا كان" 
رق ع عن ” (زع)//ير > (2 ) ير 
. تسمى (6)/ قيمة صغرى للدالة (.)/ على الفترة رآ إذا كان: 
م ع عر ”ا (زع)ي/ير < (1 )ير 





وإذا كانت (6)/. قيمة صغرى(عظمى) للدالة (5)/. على الفترة ,1 فإننا نقول 
بأن ” تأخذ قيمة صغرى(عظمى) عند العدد ء. 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 





0)/ قيمة صغرى للدالة (3)/. )كر قيمة عظمى للدالة (2)/ 
على الفترة 1 على الفترة 1 


وبذلك تكون النقطة ((6)/.,©) هي أعلى نقطة(أخفض)على منحنى الدالة () /. على 
الفترة (2,82) -م8/ . 
3- القيم العظمى والصغرى المحلية للدالة در 
021 ] 77211165 1011211211112 10631 210 0اتامطلحة 1/1 
تعريف: 
ليكن » عدداً في نطاق الدالة 7“ عندئذ: 
ود شمن :(م)غر قيمة عقلتى سعلية للذالة. :30 :3 وجدت قارة ملتويعة كوي 
على العدد © بحيث أن: (6.,5) ع د" هم (©) كر > دار 
ذا“ اتففى. (6) عر قيمة صتهرى:مطية للدلة (2) كر إذا:وحدت قر مفتوحة. (2.2) 
تحتوي على العدد © بحيث أن: ( 7 , © ) ع ع ”7 حم (2)كر < ودار 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


0- (يع) ”6 0- (يع) '؟ لا 


0 > (رع) '1آ1 


0 -(يع) '1 





القيم الحرجة وعدله7 له11©) 
لتكن (#)كر دالة مستمرة على المجال [ ,> ] وقابلة للاشتقاق على الفترة 
(7,.©) عندئذ ندعو ,د - 2 نقطة حرجة إذا كان 0 - (مد)”/ر أو (130)”/ غير 
موجودة. 
يبين التعريف التالي طريقة إيجاد القيم القصوى المحلية باستخدام المشتقة الأولى للدالة: 
لتكن (3)/ دالة مستمرة على المجال [ 7.>] وقابلة للاشتقاق على المجال 
(6, >)» وإذا كانت 0د - د قيمة حرجة للدالة () #ر عندئذ: 
1- إذا كان 0 < (1)'/ر لجميع ( مد ,ه) ع تددو 0 > (2) '/ر لجميع (0.ود) عمد 
عندئذ يكون للدالة (13)/ر قيمة قصوى محلية (30)كر عند النقطة 0د ع ئد. 
2- إذا كان 0 > (1)'/ر لجميع قيم(0د,4) © د و0 < (1)'/ لجميع 
(10,5) © + عندئذ يكون للدالة (3)/. قيمة صغرى محلية (,د)/ عند النقطة 
30 -1. 
3- إذا كان 0 < (ند)'/ر لجميع قيم (24,5) ء تدأو 0 > (د)'/ لجميع (4,5) 1 
عندئذ لا تملك الدالة (1)/ر أي قيمة قصوى محلية أو صغرى محلية عند أي نقطة 


(4.1©) ع ود. 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


القيم القصوى المطلقة: ١21165‏ :315 م31 ءأساموط4 

إذا كانت الدالة #ر دالة مستمرة على نطاقها وكان نطاقها ,2 مجالاً مغلقاً عندئذ يكون 
لهذه الدالة قيم قصوى مطلقة (شاملة ). 
خطوات إيجاد القيم القصوى للدالة 7 المتصلة على فترة مغلقة [ 14:5 
1 - أوجد جميع القيم الحرجة في الفترة [ ,> ]. 
2- احسب (©6)/ لكل قيمة حرجة »ح. 
3- احسب قيمة (5) /ر . (4©) //. 

قارن القيم المحسوبة في (2)» (3) وبذلك تكون أكبر قيمة محسوبة هي القيمة العظمى 
للدالة #ر على الفترة [ 7, > ]» وأصغر قيمة محسوبة هي القيمة الصغرى للدالة #/ر على 
الفترة [ 7 , > ]. 
مثال: 

لتكن جل - )م أرسم الذالة .و حدد:.ما إذااعات. مر .متؤايدة أو متتافصة غلى 
الفقترات المعطاة واوجد القيم القصوى على كل فترة 

| لمتحا | اح قدي قر )!| 113) | يدا 

الحل: 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


1 
تفاضل الدالة جل - () ر هو --- > (3) /. منها نحصل على: 
0 >ير 2 0 < (عد) ار 
0 <ير > 0 > (رمد) كر 














القيم الصغرى | القيم العظمى التناقص التزايد الفترات 
+ - 0/ 1- (1)اكر متناقصة [1,2] 
+ - 0/ لا توجد متناقصة 121 
لا توجد لا توجد متناقصة (1,2) 
لا توجد 1-(1)ر متزايدة متزايدة [1-,2-) 
70-1 | الاتوجد | ليست متناقصة | ليست متزايدة | [1,2] 
مثال: 


أوجد القيم العظمى المحلية والقيم الصغرى المحلية ثم أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة: 
[ 3,3-]ع2 , سوه - ضر 


الحل: 
ض+ 2) ضح ه) د ضام جد شر-4- وار 
.. القيم الحرجة هي عندما 0-)”/ 
2-2 , 2ددع 
.”. القيم الحرجة هي [2,2-) 
'. الفترات هي (2-,3-] , [2,3) , (2,2-) 
وعلى ذلك فإنه يلزم تعيين إشارة (3)' /, على هذه الفترات كما يلي: 
1) إذاكانت (2-,3-]اء #« فين 0 > )كير 
فالدالة (2.) كر تناقصية على الفترة ( 2 , 3-]. 
2) إذاكانت (2,2-) ع2 فإن 0 < (2د)ثر 
فالدالة () ”ر تزايدية على الفترة ( 2 , 2-). 





323 









































الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


3) إذاكانت [ 2,3) عه فإن ‏ 0 > (د)ث/ر 
فالدالة () ير تناة قصية على الفترة [ 2:3) . 
نستنتج من (1) ٠»‏ (3) أن للدالة قيمة صغرى محلية عند 2- حعنر 
6 - 


دفي م6 00 (2-) كر 
ومن (2)» (3) نرى أن للدالة قيمة عظمى محلية عند 2 -/د 
16 


دفي + 2( (2) كر 
بقي اختبار الدالة عند 0 كاده 
وحيث أن قيمة الدالة تتناقص على الفترة ( 2- , 3- ] 
لجميع قيم (2 -, 3-] > 2, (د)ا ير < (3-)2/ 
وبذلك تكون 3- - (3-) / قيمة عظمى محلية على الفترة ( 2 - , 3 -] 
كما يتضح أن قيمة الدالة تتناقص على الفترة [ 3 , 2) 

(ة) كل >  )3(‏ 
لجميع قيم [ 3, 2) © 1 
وبذلك تكون 3 - (3) /. قيمة صغرى محلية على الفترة [3, 2) . 
مما سبق نرى أن القيم العظمى المحلية للدالة هي: 

1 
3-- مم , 90 رمم 


٠‏ القيمة العظمى المطلقة هي: 


16 
حدذدد2 [2 
كت 7/00 
أما القيم الصغرى المحلية هي: 
16 - 
دكار كر و ماك ودر 
القيمة الصغرى المطلقة هي: ى- - 2 ير 


وبيان الدالة هو: 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 








مثال: 
بفرض أن 4+ 2د3- تدع (د)م أوجد فترات تزايد وتناقص الدالة واحسب القيم 
الحل: 


لبيان فترات تزايد وتناقص الدالة نوجد مشتقتها: 

د6- دة- (د)' كر ومنها (2-تنكدة - (د)' ار 
وبالتالي: 0< 2)'”ر ومنها0< (3161-2 هذا يؤدي إلى (2,6)ل)(0,0-) 22 والدالة 
متزايدة في المجال,2)ل)(90--) وكذلك 0> )”ير هذا يؤدي إلى 2(>0مر)نة> (12)02 
والدالة متناقصة في المجال (0,2) نحصل على القيم الصغرى والعظمى المحلية من خلال 
انعدام المشقة 2 -م أو 0حمر - 7-0[ وبالتالي النقطة (0,2) هما نقطتين جدتين كما في 





الجدول التالى ا 

0 2 

29ت 0- 57 

١ 0 - 0‏ 
3 3 3 
الدالة تزايدية الدالة تناقصية الدالة تزايدية 

4 

27 “7 0 0 0 _- ل 

11120 1 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


4 اختبارالمشتقة الأولى للقيم العظمى والصخرى 


5 1111111 2110 103111110 :101 6117211597 15 أده 1' 
لتكن /ر دالة متصلة عند العدد الحرج » وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 7 التي 


تحتوي على العدد الحرج ع. فيما عدا عند العدد © نفسه عندئذ: 


.3 


إذا تغيرت إشارة (3)'/. من سالب إلى موجب ( تغيرت (3)/. من تناقص إلى 
تزايد ) عند العدد © فإن (©) /ر تكون قيمة صغرى محلية للدالة (3) /ر. 


. إذا تغيرت إشارة ()'”ر من موجب إلى سالب ( تغيرت ()/ من تزايد إلى 


تناقص) عند العدد » فإن (©) /ر تكون قيمة عظمى محلية للدالة (2)/ر. 
إذا كانت 0 < (2)'كر أو 0 > (2)'كر لكل 1 12 [ فيما عدا عند العدد » ] فإن 
(©)/ لا تعتبر قيمة قصوى محلية للدالة (د) /ر. 


مثال: 
أوجد القيمة العظمى المحلية أو الصغرى المحلية للدالة (مد - 8) عداية - (مد)ر . 
الحل: 


1 
إذا ( - 8) 23 - (د)/ر بذلك نطاق الدالة هو (0©ه, --) 


2 


تحديد القيمة الحرجة | *عذات 8) + (1-)تج د (زي) ير ٠:‏ 





1 
(م6 - 8 بير3 - (مز - 8) - 
2 يي ا 0 
31+73 31+73 
0 عو عد 1 2 دعر جا ا ا ب د جب إذا 
1 31 


0 - 2 قيمة حرجة لأن (1)"/. غير معرفة 


كذلك 2 ح بز قيمة حرجة لأن 0 ع (مد)'كر 


وبذلك يكون تقسيم فترات الاختبار كالاتي: 


(2,.©6) .,(0,2) ,(0, مم) 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 














الفترة نقطة الاختبار | (2)'+ |الدالة |القيم القصوى المحلية 
(0, م-) 1- + |تزايدية | لا توجد قيم صغرى ولا عظمى 
(0,2) 1 + |إتزايدية الا توجد قيم صغرى ولا عظمى 
(2,96) 3 ل |اتناقصية | توجد قيم عظمى محلية 


13 القنة الحلنيى الفلية هن 2 وشنارق 63/07 


5- الاختبار التفاضلي الثاني لتحديد القيم الصغرى والكبرى: 
لأ دعتالة؟ صستتاستصتصة ممه محتست جمجر عمتممعاعل 101 1ع 20مع56 أوء 1' 

باعتبار أن /. دالة قابلة للاشتقاق في فترة مفتوحة تحوي عداداً ع وكان 0 - ()'/ر فإنه: 

1) إذاكان 0>(©) "/” فإن (©) ”ر قيمة كبرى نسبية. 

62 إذا كان 0 < (©)”/. فإن (©) /. قيمة صغرى نسبية. 


1 1 






1") - 0 


1" - 0 


4 





عاك مام كاه ه©6 


ملاحظة: 
- إذا كان (©) '”ر كمية غير معرفة يستخدم الاختبار الأول. 
- إذا كان 0 - (©) "كر يستخدم الاختبار الثاني. 
مثال: 
2 
أوجد القيم الكبرى والصغرى المحلية للدالة 2د)/ر حيث (8- 2د) تمد - جد)كر. 
الحل: 


2 -1 


اددرة مدخيو (مز2) سرح رار 
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تطبيقات على المشتقفة 


الفصل الخامس 
2 2 2 5 
16 2 + كير 6 ل )2 و 8 
33 3 
(8)22-2 66 2ر8 
1 1 
3 33 
القيم الحرجة هي: 


2+ -2 عندها 0 - (مد)'كر 
0 - 5 عندها (1)'/. غير معرفة 


“. الفترات هي: (2لد-, ف ) ,(2,0ل// -) ,(2/د,6(,)0©, 2ل/.) 












































نكون الجدول التالي: 
الفترة نقطة الاختبار | )م | الدالة («)؟ القيم القصوى المحلية 
( 2احبوه) 5 5 تناقصية 
(2.0/-) - 1 تزايدية | (0/2-)7 توجد قيم صغرى محلية 
( 2/د,0) : - | تناقصية | (7)0 توجد قيم عظمى محلية 
,2ل 3 + تزايدية | (0/2)/ توجد قيم صغرى محلية 
مثال: 
أرسم الدالة:2712- 0 - )كر أوجد القيم الكبرى والصغرى باستخدام الاختبار 
التفاضلي الثاني. 
الحل: 


60-(3)2-9 جه 27- ا رة- )كر 
دحج جه وحدتثر 
ند6 - زد) "كر 
. باستخدام اختبار الأعداد الحرجة بالتفاضل الثاني 
0 < 18- (3) "كر 
“. عند 14-3 قيمة صغرى والنقطة هي ((3 /ر,3) -> (54-,3) 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


0 > 18-- (3-) "ير 
© قيمة غيروي عمد رق جد والشفلة فى كر قم به لق 3 


(6, 2 
فترة تزايدية 1 
١‏ 
؛ ( 2اسرهه) 
١‏ فترة تناقصية 
م 
| 
١‏ ( 2,0/ه-) 
(0,./2) !. 7 
فترة تناقصية : فترة تزايدية 








6- تقعرالمنحنيات ونقاط الانقلاب( الانعطاف) 


15 1216611015 300 ع'ككلاكء 3 01 تاجالع تكوع 000 


يقال لمنحنى الدالة ر القابلة للاشتقاق في فترة 7 إنه مقعر للأعلى إذا كانت 
0 < (د)كر في الفترة 7 ويقال أنه مقعر للأسفل إذا كانت 0 > (1)/ر في تلك الفترة. 
ولذلك يمكن أن نختبر تقعر المنحني لأي دالة كالآتي: 
- منحنى الدالة ”ر يكون مقعراً للأعلى إذا كانت 0 < (4) "كر في الفترة / . 
- منحنى الدالة “ر يكون مقعراً للأسفل إذا كانت 0 > (4) "/ر في الفترة / . 








1) <0 


ع ه عاد تت م 


























الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


نقطة الانقلاب (الانعطاف) )دادم دمناء»1م1: 
هي النقطة التي يتغير عندها تقعر المنحنى من أعلى إلى أسفل أو العكس ويكون عندها 
0 - ©) ”/ ويقال للنقطة أنها نقطة انقلاب إذا وجدت فترة مفتوحة (4,2©) تحوي عدداً » 


1. 2<0) كر عندما © >ة > © و 0 > (3) "كر عندما 8 >يد >ح 
2. 0 > [2) "كر عندماء >1 > © و 0 < (3) "ار عندما 6 >ن1 > © 


مثال: 
أوجد نقطة الانقلاب للمنحنى 3 - بر. 
الحل: 
نوجد المشتقة الأولى ثم الثانية: 
بز6اء "بن جه *يرة د ابل 
0 ع ج 0ر6 جا 0ح تبر 
0<عر ج 62<0 جح 0<بر 
0 >1 ج 0>ير6م جد 0> برا 
(0,مه- )عع جا 0>ثبر 
(6-, 0)ع2 جه 0<مر 
. عند 0 -4. يوجد نقطة انقلاب وهي النقطة (0, 0) 


الفترة نقطة الاختبار 100 تقعر المنحنى نقطة الانقلاب 
(0,) 1- - | مقعر إلى أسفل | ((0../)0) 
( ه,0) 1 4 مقعر إلى أعلى (0, 0( 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 














مثال: 
1 
أوجد نقطة الانقلاب للمنحنى 3 ح نر. 
الحل: 
1 2 1 , 
30 
1 1 ع- 1 
هذا يؤدي إلى 5 5-5-9 كن وكيك 
2 3] 3 
1 4 
0 > جه 0 > ةج 0 < ابر 
1 
0 <عر ‏ جا 0< ترية ‏ ج هد جد 0 > "بر 
3و9 


.". الفترة (0, 6-) تكون 0 < ”27 ( تقعر إلى الأعلى ) 
وفي الفترة ( 0©+,0) تكون 0 > ”72 ( تقعر إلى الأسفل ) 
“. عند 0 -2 توجد نقطة انقلاب هي ((0)/ر,0) وهي (0, 0) . 























الفترة نقطة الاختبار 00 "1 تقر المنحنى نقطة الانقلاب 
(6,0ه) - + مقعر أعلى (0, 0( 
( ©©,0) 1 0 مقعر أسفل (0, 00 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 








7- رسم المنحنيات د5ع:115اء 1م0013 
لكي نقوم برسم منحني ما نبتع الخطوات الاتية: 
نوجد (2) "كر , (2) ”ير للدالة (2) ل . 


( 
( 
3) نحدد أنواع التقعر للمنحنى خلال الفترات المختلفة. 

) نبينَ النقاط المهمة على الرسم مثل: 
النقاط الحرجة» نطاق الانقلاب» نقاط القيمة الطرفية و نقاط تقاطع المنحني مع 


محور 1 ومحور ٠:‏ 


1 نهاية كبر 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


مثال: 
ارسم المنحنى للدالة (2) “”ر - 7 حيث 0 تر - ثير - وار في الفترة (10,10-). 
الحل: 
0 ا وك ير 19ح وات رين 
22-0 ]نح ثير اه 
0 - (12-ئر4) 22ر1 
1-3 ارو 


مد 24 - ثير 12- زر) "ار 
- نوجد القيم الكبرى والصغرى بالتفاضل الثاني 
(3) 24 -(12)9- (03) "كر 
0 < 2- 108 ح 
توجد قيمة صغرى عند النقطة ((3)/ر,3) 2 ->ه (17-,3) 
التقعر والانقلاب: 
0 دير 24 - ثير 12 جه 0- رزير)'ر 
0 ما 
9 1-2001 
نقطة الانقلاب الأولى هي: (6-,2) جد (2,/2002) جد 2د-ير 
نقطة الانقلاب الثانية هي:  )0,10(‏ ج- ((0)/ر,0) جد 0حير 


10 بينهما |31 بينهما 21 بينهما 01١‏ بينهما | 10- 1 
الدالة الدالة الدالة : 
+ 1- - ات 0 - دي ا 
متزايدة متناقصة متناقصة 
التقعر 5 ٍ , التقعر 1 5 1 التقعر 0 
للأعلى للأدنى للأعلى 
17 3 - -6 - 10 + 14010 دير 
لا 
لا توجد نهاية لا توجد 5 لا توجد 
نهاية صغرى نهاية 1 نهاية 






































33535 
































الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 








التقعر للأعلى (10), 10-) 
4ه 
7 
7 
7 
(0,10) 
1 التقعر متناقصة 
الدالة متناقصة 8 
0 
التقعر للادنى 
التقعر للأعلى والدالة تزايده . >« التقعر للأعلى والدالة تناقصية 
مثال: 
ارسم منحنى الدالة + هذه - )ير على المجال [2,27-]. 
الحل: 


بما أن [2 , 2-] جمد 


0 ديروم جه 0- ت)انثر ج يروم - قتداككر 


مي يي ا قي 1 د , عابر 
والقيم الواقعة ضمن الفترة[2 , 27 -] هي: 1,23 + دم 
0 دعر وزو ج 0- ترا"كيير جه إن ملو - ح زر ) "كر 
مس ا ب 0212 دن :. جرم جتر 
والقيم الواقعة ضمن الفترة| 2 , 27 -] هي: 21122 ,1-0 
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ا 
دي 

8 |[ دم 
0 

ا 

و | دم 

بت اسن 





عمو 

| ار 

وأا 8 |ات أع عا 
5 00 5 

ستلتصبية ان دخ 


0 تر 
دن 
كل 
3 

#حتي 


8 | دم 


2 
2 


نقطة الاختبار 





التقعر ونقاط الانقلاب: 


الفترة 
( رج 02) 
( 0, >-) 


00,2 ( 


07,21 ( 





نقطة الاختبار 





)كر 





3- - توجد نهاية عظمى | (350-)/, 


د توجذ نهاية صغرئ [0)/. 


00 "ع 








37 








0 


توجد نهاية صغرى تعر عد 


تطبيقات على المشتقفة 











الانقلاب 


>- د ير > (2,0-) 


0 عر ->(0,0) 


ج عدي هه (2,0) 
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5 لبيق ات على المشتقفة 














الفصل الخامس 
.'. الدالة درمز ع خداكر 
37 ا ا تك 
ثز أيدية عند: ١‏ لشفت 0 ب 27 - 
تزايدية عند: |[ # ذل | إن كد 7 
خ77- 00 








جه ججبجببباااشلت2+٠2””ل؟9تتاتااااتئتتتاتاتااتت‏ تت تت 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


5- تطبيقات على القيم الصغرى والكبرى 
5 11112111211113 2110 11211111 01 كدمناقء 1اممم 

لحل المسائل التطبيقية التي تعتمد على القيم العظمىء توجد عدة خطوات يجب اتبعاها 

لحل مثل هذه المسائل. 

1. اقرأ المسألة عدة مرات وتعرف على المعطيات والمطلوب. 

2 ارسم شكلا بيانيا للمسألة إن طلب ذلك. 

3. اكتب المعطيات على صورة معادلات. 

4. تعرف على المتغير الذي يجب حسابه على شكل قيم عظمى أو صغرى. 

5. أوجد تفاضل هذا المتغير بالنسبة للمتغير الآخر ثم ساوي هذا التفاضل بالصفر واوجد 
جذور هذه المعادلة. 


مثال: 
أوجد عددين موجبين حاصل جمعهما 24» وحاصل ضربهما أكبر ما يمكن. 
الحل: 
نفرض أن العددين هما «ر, + و حاصل ضربهما 2. 
عد - 24 دير جد 24 حبر دير 


عر24 -: - 24 )ردح جه برعاعر دج 


0 - أكبر ما يمكن قم 
0006 
اتطواقه هد عت سوم كه 
58 


02- 224150-19 نز هه[ د ز 1:)12 12) حدم 
إذا العددان هما 12 - 2 و12- بر كماأن 144- ج 
مثال: 
أوجد حجم اسطوانة دائرية قائمة رسمت داخل مخروط ارتفاعه 12 سم ونصف ة 
حجم در ر مكحن 2و سخ 


أكبر ما يمكن. 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


الحل: 
نفرض أن حجم الاسطوانة ! 

7 - 7[ 
حيث: # ارتفاع الاسطوانة و 7 نصف قطر الاسطوانة 
ارتفاع المثلث أي مثلث 22) > ارتفاع الاسطوانة (0) 





ع ا الى عكر 
لم هم 1 
ا الك لك 
4 4 
وتم - ثم4)جت3 - (م - 4) 7مج 37 د رن .: 
1 12 3 
329-م8)ج3 - لك 
40 
ود تقد ويية هن د 20 3 0 
077 4 
8 
0خ 7 “.الج 0 - ر(ي 3 -8)م 


لا يمكن أن يكون 7-0 إذا هذا الحل مرفوض (لا معنى له). 
إذا الحل هو ب -م, وبما أن حجم الاسطوانة هو: 27 - 17 منها يكون لدينا: 


2 - 4 »27 م3 - م 


8 8 
2 4) عد ِّ 
7 ممح 


د 256 - 
9 


مثال: 
ابلواقة واقرية قامة ينو زد طوليا سيل (0هه 0# ونان نضكك قتازيها بمغدل 
(©172/56) فإذا كان طولها 20 مترء اوجد معدل تغير حجمها عند هذه اللحظة. 
الحل: 
نفرض أن طول الاسطوانة 7 ونصف قطرها ” وحجمها 7[ إذا: 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


7 -/ 0 , عت 1ك 5 07 وى 
071 011 


رج رآ 


ا ا هرد 
01 01 01 


بالتعويضن بالقيم المعطأة يكون: 
2 +20 )»ركع م2 ك2 
1 


عهو/ سر ج40 - 


مثال: 
نقطة تتحرك حول الدائرة التي معادلتها 16- #.ر+ 2د وعندما يكون إحداثي النقطة 
(2,16/-) يزداد الإحداثي السيني بمعدل قدره 77/560 20فكم يكون معدل تغيير الإحداثي 
الصادي في تلك اللحظة. 
الحل: 
بما أن معادلة الدائرة هي: 16- تبر + 2د 
نقوم بالتفاضل بالنسبة للزمن. 


(1) جه كرون انيرو 
01 1 


7و 0 
6١ 0 0‏ 1-00 لد 


7و ع0 
2)./6 - -- 20/2 
رو 002 


7و غ0 
خ- (2)./6 - (2./2()20 2--- 
0 (2).6 - (2()20/.) لكر 
5 (20/20)20 _ مره 


ع5 /77 11.547 - 2ت خحشخشففتف 
 2)/6 01‏ ,كل 





339 





الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 
مثال: 
لز عق قل كرست ولعت لكش تيفل العا رديت احنفية تكله العرري» ارتية 
طول نصف قطره عندما يكون نسبة معدل نقص حجمه إلى معدل نقص قطره تساوى © 1000. 
الحل: 
07 02777 


ج 2-1000 ل :و دك 
0212200 


بما أن حجم الكرة يساوى رع دم فإن: 


0 4 برل 
2 3- يالتا لدبنا: 
0 بالتالي يكون لدي 


اق اللي ال و اله 


000 27 
1000 ح ثمر4 ج 100 ع ث4 
١.0‏ - مر جد 2-250مر 


9 فاعدة لوبيتال 1112 121م1110 


1- مبرهنة ( قاعدة أوبتيال صيغة © : 


لتكن (3)/ و (31)م دالتين فيهماء 0 - (1)م 10لا - (1) ر حصنا 
وفيما عدا ذلك فإن (3)/,. و (32)؟ دالتان قابلتان للتفاضل على الفترة المفتوح 1 الذي 
يحوي النقطة © -2. وكذلك فإن 0 5 (2)'ييم ماعدا © - 2 عندئذ: 
ض)'/ سنا تتا حصنا 
(2)'م سنا (ا)يى سنا 
إذا كانت النهاية اليمنى موجودة. 
مثال: 


2 





أونحك قينة كهاية الدالة: - (دا” عندما ->0 موضحاً بيان الدالة. 


الحل: 
بالتعويض المباشر نحصل على: 


م 
0 2625-1 2 5 
الك ارك رار 
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الفصل الخامس 


باستخدام قاعدة أوبتيال نحصل على: 











مثال: 


+1 
11 كرح وان وما ب حم ]1 
1 +22 - ثر 


أوجد قيمة نهاية الدالة: 
الحل: 
0 1 205 + 1 


د تحب صنا - صر سنا 


0م 2-22+1يعر 
باستخدام قاعدة أوبتيال نحصل على: 


0 _ دج صلو ج حا ر. تدع وك +1 


باستخدام قاعدة أوبتيال مرة آخري نحصل على: 
2 


مما < تبي جن1 ب 
0 2 يع 2 آجهير 1 +212 - 2ج اهدى 


7ج 7-1 جم- _جتج ومه 7ج - 2 هأة # - 
2 2 2 [جسر 21-2 


تطبيقات على المشتقفة 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 
2- مبرهنة ( قاعدة لوبيتال صيغة “ عندما 2 -> 0): 
00 

لتكن (3)/ر و (1) دالتين فيهما: 

م - تداع مننا - قدا سنا 
وفيما عدا ذلك فإن (3)/ر و (9)3 دالتان قابلتان للتفاضل على المجال المفتوح 1 الذي 
يحوي النقطة © -1 وكذلك فإن 0 5 (3)'ييم ماعدا 4 -2. عندئذ: 

دان اوور اتلديون 

مه 2 و مجر (دي) ع وجار 
في حال وجود الطرف الأيمن موجودا. 


3- مبرهنة (قاعدة لوبيتال صيغة > عندما 2 -> 6 ): 
00 
لتكن (3)/ر و () دالتين فيهما: 
م - (د)ع مطلنا - د ) كر مسلا 
وفيما عدا ذلك فإن (2)/ر و (34)؟دالتان قابلتان للتفاضل على الفترة المفتوح 1 الذي 
يحوي النقطة © -1 وكذلك فإن 0 5 (3)'يم ماعدا 4 -2. عندئذ: 


- مه - 2ك ووز ذ اتفويو] 
)1 8 ل جار (1) ع اسع 
إذا كان الطرف الأيمن موحودا. 





مثال: 
2 
7 م 
أوجد قيمة نهاية الدالة:ء -- - (3)/. عندما © ج 1 . 
6 
الحل: 
2 
ع د حك هنا - ضاير سنا 
00 6 1-00 وج 
باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: 
:3 
ب ا 
60 6 6 جير 6 00 جير 








الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


باستخدام قاعدة لوبيتال مرة آخري نحصل على: 


مثال: 
5 
أوجد قيمة نهاية الدالة: (د ها - مد ءه5) - د)اكر ا 
الحل: 
بالتعويض المباشر نحصل على: 
6 - 6 - (1 هها - ند ع66) بسنا - (د) ر مستا 


دجير دجير 
2 2 


نحاول إصلاح هذه النهاية لتصبح من شكل © ونطبق عليها قاعدة لوبيتال. 


(3 مها -2 عه5) مطلنا - (د) “ر مكنا 


1 و 
0 لله -1 . 5111 1 . 
- ملا - ملا - 
0 :1 05© مم 1 05 1220 05© م 
باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: 

3 ناتك معدا سنا - ص)مر مسنا 
عد و0 أتجر 1 

2 2 

5 0 _ 0 5 
- 51 1 -1 


مثال: 
أوجد قيمة نهاية الدالة: دعم - | - ضار عندما 3 ->0. 
الحل: 
بالتعويض المباشر نحصل على: هد 6 - [د مموه -ط )روزا - ضاي ذا 


نحاول إصلاح هذه النهاية لتصبح من شكل © ونطبق عليها قاعدة لوبيتال. 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


ملا - 
0 1 لاو (0جر 





0 _ ا اك ور ونا - -[: ©6056 ذا - )كر سنا 
1 


تد ملو 2 )ألجمد 
باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: 
1 5 
١‏ يونا 1 3 د دنا - قداكر سنا .' 
0 + طزو +2 ومن 2 نجهم 1 طأد 2 (جر 
باستخدام قاعدة لوبيتال مرة آخري نحصل على: 
0 2 لله - 2-1 ومن 


0 -2- -- ا لت<<72ش7 د اح لبلب 1ن 
2 20572 +2 طلوع - 1 ملو +121 2005 جد 


مثال: 
أوجد قيمة نهاية الدالة:: 5 65») - )كر عندما > -> 0. 
الحل: 
3 
نفرض تند ومه) - بر ونأخذ م1 الطرفين نحصل على: 


2 5م مآ 
0 
نأخذ نهاية الطرفين نحصل على: 


0 ح له 11 م[ لتنا 
0 0 2 0جعر 33 1 0جير 


باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: 
1 512 - 


1 1 
3 كح ةك 205 روورزل - ل سنا - د) كر حملا .“ 
1 


-( )مت كرام 





1 2709 جد 2ر2 (جير 
1- 0051 - 5 1 لاو - 
سح يون د تح يورزا - بر ماجسنا - ضكر يسنا 
2 21 205 +2 22511 - مجد ‏ 2 ومن 2 2 لجد 
لت 


5 ا : 
00 حملا )مآ 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


>2 أمثلة محلولة 


1- حدد المجالات التي تكون فيها الدالة التالية متزايدة أو متناقصة وأوجد جميع النقاط 
الحدية وارسم هذه الدالة: 100+ 2ر30 + ثبرة- ثير6 دبر. 
الحل: 
مشتقة الدالة هي: 907+ 1207- 304 "بر التي تكون على الشكل التي: 
(3 ج+ير4 - شير) 2ر30 - (30 +ير 40 - يز 10) “مرة دار 


في حالة: 
0 < (3 جعر4 - شر ثر ج 0 «ابر 
0 < (3()2-1 -2) ج 0 < 3 ديرك - ثر جح 
إذا فترات التزايد (3,6) لا(!,»-) هر 
أما في حالة: 0 > (3 ديرك - ثشر) ثر ج 0 >ابر 


وفي هذه الحالة فترة التناقص هو: (1,3) © 
في حالة: 1-3 أو 2-1 جح 0 دار 
والنقاط الحدية هي: (1,0) و (3,0) وبيان الدالة هو: 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


2- إذا كان مر8- 2 - )كر فأثبت أن كر تحقق نظرية القيمة الوسطى على الفترة [ 1,8]» 
واوجد العدد © في تلك الفترة يحقق المبرهنة. 
الحل: 
نوجد كلا من: 7-- ()15-8- (1)/ر 
0 -(82-8)8- (8)كر 
نوجد المشتقة: 22-8 - (1)'/. نضع © -2 فنحصل على 20-8 - (6)"'/ وبتعويض 
في القانون نحصل على: 
(0ر حرة)ر 


8-1 
0+7 


لك 





20-8 1 


منها قيمة 4.5 -© وهي تقع في الفترة [ 1,8] . 


3- إذا كانت 30 +202 - 422 - )/ اثبت أن/ر تحقق نظرية رول على الفترة [1,4] 
واوجد قيم © التي تحقق 0 - 9©)"/ . 
الحل: 
نوجد كلا من: 14- 20+30 -4 - (1)كر 
4 - 30 + (20)4 - *4)40 - (4)ر 
منها نجد أن: 14- (4)لر - (1)/ر 
نوجد مشئقة الدالة: ‏ 8-20-)حر نعوض عن ( 2-6 ونساويها بصفر 
80-0 - ©)) كر 
5 ل 1 
6-0 8 ينها 4-5 وطح ان اك لاقي كد مبروهدة رولا 
1 ا 5 ١‏ 
4- أوجد قيمة نهاية الدالةء - - (8) عندما 2 -> 0 موضحا بيان الدالة. 
3 511 - ددر 
الحل: 
بالتعويض المباشر نحصل على: 





36 





الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


5*0 م6-تج 
- دنا - رد)/ر سنا 
0 2 زه دي لمجي ا جر 
باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: 
و # دعيو 0 عداخم 0 
6 ع دع لا < ست ون[ 
0 2 ومح -] مجم ير وزو دير مجر 


كد مه 5111 1 
5- أوجد قيمة نهاية الدالةه خحت - (ز)كر عندما جر -> 0 موضحا بيان الدالة. 
5 
الحل: 
بالتعويض المباشر نحصل على: 


0 خم _ط طلة . 1 
د لحت يمن - )”ري نا 
21 جر 0جير 


0 
باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: 
0م 2_1 0059© .2 
د للد 111 
0 31 0مجير 
باستخدام قاعدة لوبيتال مرة أخرى نحصل على: 
1 511 
اح - م1[ ع زد 1110 
6 61 مجر ) 4 مجر 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


+ رزو 





6ت أو جد قنينة نياية الذالقة. + 
الحل: 


1 
ا وي ريا 
52 0مجير 0م جير 


- (د)كر عندما ع1 ->ه0. 








0 
باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: 
1 
2 
1[ - 2 طلا ورزز 
1 مجر 
. “2 مآ 
7- أوجد قيمة نهاية الدالة: / ع 
56 


الحل: 

: : 60 )2 مل : : 
بالتعويض المباشر نحصل على: - - << رمخ ع رر)/ر مطنا 
060 1 موجسر جار 

1 

5 اخ 211 

باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: - يتك حملا 
600 م6 جار 

باستخدام قاعدة لوبيتال مرة أخرى نحصل على: 


00 


م ح عر 2 - منخز] - 1 سنا - )ير ممنا 





3 


328 


8- أوحد'قيمة تيانة الذالة: ا ح وو ]قن عندها توه 6 مورظيها يناك الدالة: 
0 0 “26 + 1م10[ 


الحل: 
بالتعويض المباشر نحصل على: 


020 


د تتم يمنا - (ص)م صصنا 
مه [*26 +0)1[ مجم مجر 


باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


“م26 + 1 0 . : 
- ككشت ووز 1 ممنا - زد)/ر مطنا 
م0 0226 مجر 3م22 مجر م جر 





1+ 26+ 


باستخدام قاعدة لوبيتال مرة أخرى نحصل على: 
2 
1 - سك صينا - ضر سنا 
6 مجدر م جير 











أ أرجد قيدة ناية ادق نااك و وي ور ونيا ان سه ونا 
م 


الحل: 
بالتعويض المباشر نحصل على: 2 ل اط 


باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: 


سنا - ص)ي صننا 


1 1 
#* 


0 
0 - من ع متتل ورين د زر)ير ممنا 
13 مصاع جمس 1 مه جسير موا جر 








210 رجه قينة خياية الذزلة : *«وقير ك وير .حسما #وحه ود موطيها بان الذالة: 


الحل: 
م 
بالتعويض المباشر نحصل على: > - حك يونا - ()/ سنا 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 
5 و #شري 0" . 
باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: - - -- تهنا - (د) /ر سنا 
600 6 6 جير 6 جير 


: 2 0 . 
باستخدام قاعدة لوبيتال مرة أخرى نحصل على: 0 - - جنا ح (2) /ر 1لا 
6 م6 جير ووجير 








1-أوجد قيمة نهاية الدالة: د ما 2د - ()كر عندما “0 ج-21 . 
الحل: 
بالتعويض المباشر نحصل على: © 0 - تند ها “د نا - ()/ر ممنا 


باستخدام قاعدة لوبيتال نحصل على: ‏ 7 - - كك مستا - (ص)/ سنا 
مه +0 جير *م0جير 





2 
36 


باستخدام قاعدة لوبيتال مرة أخرى نحصل على: 


0 ورين - هر )رونا -مكموة 
2-استخدم اختبار المشتقة الأولى لإيجاد القيم الكبرى والصغرى لدالة: 
2-برو+ تير6- تمر - (ر)كر موضحاً الإجابة بالرسم. 
الحل: 
نوجد مشتقة الدالة على الشكل التالي: 
9 +ير12- شرة - قر) كر 
(3)2-1()12-3 - 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 
حلول المعادلة 0- (د)م هي: 2-1 و 3 -2 وبالتالي يكون لدينا: 


مه بينهما 3 بينهما 1 بينهما | مون ب ]| 1 
+ 0 - 0 + 
وبالتالي الدالة متزايدة في الفترتين: (0,1ه-) و (3,6) ومتناقصة في الفترة 
(1.3) وبالتالي الدالة تملك نهاية كبرى محلية عند النقطة (1,2) ونهاية صغرى محلية عند 
النقطة (2-,3)كما موضح في الجدول التالي: 
































٠‏ 3 1 ه- | ير 
حك 2- 2 ه- ]اير 
3 1 --- 11120 0 

(0.3 
ه , 
(2,0) 
(2-, 
زا ) 





3-استخدم اختبار المشتقة الأولى لإيجاد القيم الكبرى والصغرى للدالة: 2د12- ثدح )كر 
موضحا الإجابة بالرسم. 


الحل: 
نوجد المشقة للدالة: (8 حعر)ندة دير 24 - ثئيرة - جد) كر 
بوضع 2-0)/ر نحصل على: 


2-8 أو 0-ع ج0- وام 
نوجد المشنقة الثانية للدالة: 


(4 حمر )»6 - 24 دير - (ر) "كير 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


عند 2-0 نجد أن؛ 
24>0-- ()"”/ر وبالتالي فإن النقطة (0,0) هي نهاية كبرى محلية 
وعند 8-8 فإن: 
24<0 - )"ير وبالتالي فإن النقطة (256-,8) هي نهاية صغرى محلية. 
كما موضح في الشكل التالي: 








4- أرسم الدالة: +12- تمد - (م)كرباستخدام اختبار المشتقة الأولى لإيجاد القيم الكبرى 
والصغرى. 

الحل: 

1 - نلاحظ أن نطاق الدالة هو /. 

2- عندما 2-0 فإن 20-بر 
عندما 0-بر فإن 0-(3)12-12 وبالتالي فإن: 20/3 - أو 2./3--+ أو 12-0 
نقاط التقاطع مع المخورين هي:. (2:/5,0) و (5,0/ن2 حا و(0ب0) 

3- لنحدد الآن فترات التزايد والتناقص: 

(2+مر)(2 دير)3 - (4 - ثر)ة - 12- غرة - زر ) /ر 
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527 تطبيقات على المشتقة 


كما في الجدول التالي: 


+ 0 8 0 1 





























22111 
فترات التناقص هي: (2,2-) 
4- نوجد النهايات الحدية 
1 2 02 5-7 ظ 1 
0 لد 6 ١‏ 0 ظ ١‏ 
0 55 ماح 111806 ري 
إذا هناك نهاية كبرى محلية عند النقطة( 2,16 -) ونهاية صغرى محلية عند النقطة 
(16-,2). 


55 ظ (25:0 -) 








3 


الحل: 


يجب أن نحسب ا 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


1 
بما أن: شير - (د)ار 
536 


1 
فإن: جد ره > اندر 


2102 مود 2 











7 بك د ب - 2 - و''/ر 
نها تجد أن: 
يتبج إن تيز + :)1ع 1 
يي 
بوضع 0-'”ز نحصل على: 2-1 ج 0 دار 
بع إنيثهنا |1 بينهما ‏ |0 بينهما امن |2 
3 0 03 11 )ب 08 




















المنحني مقعر إلى أعلى في الفترة (0,-) وفي الفترة (1,5) ومقعر إلى أسفل في 
المجال (0,1) ونقطة الانقلاب عند(1,0) كما موضح في الشكل التالي: 








6- يراد صنع علب للمشروب بحجم 10002 على شكل اسطوانة دائرية قائمة بغطاءء؛ علماً 
5 1 00 
بأن للغطاء حافة تساوي ص2 من ارتفاع الاسطوانة؛ أوجد أبعاد هذه العلب بحيث تكون 
بأقل التكاليف. 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


الحل: 
بقرضن 7 هو انصفا القطن وهو الازتفاع عندها يحجم للعلية 772 مج حامر 
منها /2مج - 100 ... بذلك نجد أن: در -/ 


مشناكة القن وكات موبافدة الحافة + مساحة الفاعدفق + النساحة الحافية 





م عنل و جر لاد ملو البو جر ميو طاو ا د لز 
10 
3ك لديم + /)ج 2 - 
7 10 
7 11 
ددا )مج 2 - 
0 10 ( 


ولتقليل التكاليف يجب جعل هذه المساحة أصغر ما يمكن. 


يوم + 7)ج2 ح لمر 
10 








0 0 بر 5 
ولدينا تر وبالتالي يكون: 0 درورو - إر 
7 
وبتفاضل 4 بالنسبة ل : نحصل على: ك2 - و4 - لك 
7 
5 5 3 .4.6 3 4 ع ا 
0 - 220 - تمج4 ج 0 - 0 477 
0 
1 
500007 قم م 
7 
100 
نيا اشخض]! ...شتت حاورل 
ومنها على 7 )1 
٠. . 5 3 5-58‏ ا ٠.‏ ا ٍ «* 4 * ل 
ولمعرفة هل هذه القيم تمثل نهاية صغرى أم عظمى نحسب 7 


440 م * 7 
نك ج27 اج 


1و 
إذا فعلاً القيم المحسوبة تمثل نهاية صغرى للمساحة. 


فنجد: 0 < 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


7- أوجد أكبر حجم اسطوانة دائرية قائمة من الممكن أن تمس حافتي قاعدتها السطح 
الداخلي لقشرة كروية نصف قطرها 1. 
الحل: 


لكي نعبر عن حجم الاسطوانة ا بدلالة متغير واحد نوجد علاقة بين نصف قطر 


2 ---- 
2 سر + [ع) - :م 32 1 


2 
7 2-2 2 2 ١ 
و‎ ١ 
7 1 
, 3 2 2 1 2 
1 ١ 7 - 72 7 
١ 1١ 
١ 1 
0 | 2 
' 7 ا‎ [1 - 7 
1 ١ أرل‎ 1 
1 3 / 
2 2 
5 5 , - 6 7/720 
3 1١ 0 
5 3 2 
2 2 2 3 
-_ -ه‎ 
- غ/7/) 7 ح‎ -- 72( 


07 
ولحساب القيمة العظمى للحجم ١‏ ب “ل على النحو التالي 
2-3-0 |ج 7 

4 /4 
فد :5 (0 مادم ددم 3 ةر 
منها نحصل على: ب 5 

2 م 
د )2( ال د ان داك 

2 

وبحساب المشتقة الثائية: 7 2 هك 


ادش اهم 5 الذ ان ٠.‏ 1 
كما أن: 


2 + ج4 - م قلجه | م تقد )م |ء 
9 9 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


8- أبحرت سفينة 4 في الساعة العاشرة صباحاً من نقطة إحداثياتها (40,10) متجهة نحو 
الشمال (المحدد:ر) بسرعة 50 كيلومتر/ ساعة وفي نفس الوقت أبحرت سفينة ‏ من 
النقطة(80,40) بسرعة 60 كيلومتر/ ساعة غرباً متى تصبح السفينتان اقرب ما يمكن 
من بعضهما وكم المسافة بينهما عندئذ. 

الحل: 
بعد زمن قدره # تكون 4 قد قطعت مسافة > السرعة*«الزمن -507 
وتكون إحداثياتها(507 - 4)40,10 
وفي نفس الوقت تكون 8 قد قطعت مسافة 607 غرباً وأصبحت إحداثياتها 

(8)80-60440 ويكون البعد بينهما: 

أي أن: 30-507) + 40-6082) - 722 
وبتفاضل 7 بالنسبة ل-4 و وضعها مساوية للصفر نحصل على: 

0 - (50-)م2)30-50 + (60-)607 - 2040 انفلك 


0 
6)4-6-5)4- 52 - 0 
611 - 4 





ومنها نحصل على: 
بذلك فإن الزمن 2 ساغة 


02 


بحم 5 


وبما أن 0 < 12200 





إذا النهاية صغرى ويكون 26.23 - 22 أي أن 5.1367 -2/. 


م 
3 
٠.‏ 
5 
5-35 
ب 


جد ددا دده 
03 


جنوب 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 
31111111415 


5 ,بد)سم 0126م عطا غه )كر دنر عكتنك عطا 10 عمطلا أمعع صها عطا 01 005دناوء عط[ل' - 


:7 5117612 
0 ال0 
7 عدخت 
دير 
م4 : . 5 : 
5 - 72 15غ8طا , ( خز , دام أصلمم عط غه عصنا خمعع مهما عطا 1ه عمه1د 2 7715 عرعط 11 
1 
10 عغطا كقط عصلا أمعع مها عطا ما لهمهامم عط1"' - 
دا 
7 لك ير 


تلطع1م0ع1' 10115 - 
. (5,©) ذاه علاط هج تامعع 011 لله .[4,2] 11111010 110115[اطم» ع6 تداكير أعاآ 
31 تأاعنا؟ (/,ه)ا يع تاعطمتتم عه أهكوعا غج كأكلكرء عتعطا ماعطا , 0 ع (6)كر ع (و)كر ]1 


حور 


:10 721116 تدعص عط 1 - 
ماعطا معطا , (2,2) ذه ع1ط ممعي ]01 ممه .[4,5 أنه 0 0212110115» 15 )كر ]1 


(©) 7 - (2) ر 
0 


7 - (ء)'ير أقطا طاعناد (2,ه) ع ء تتعطستتاط عه أكوع1 غه كأملدء 


(ج1ه1] 1 111 11م 10 1): 1 لمع تمعط]' - 
8ط عووممتاة لصة 0 > )م لطئا - وت)/ر ذا غقطا طاعدة كممتاعصية 00اى كصة تير امآ 


أقطا مه , 2 عمتسمتقاصمء 1 1هلاتعاصا معمه مد ذه عاطهمتامءي ‏ كتل ععه (د)ى لمج 12) 14 
عط .11اع5غ1 2 غ2 00551519 أمعععء, 0ع 2) 'ى 
ون - 20 وررز1 


(10) ”يم جستر (م2ي)ع ا جتعر 
:5 101 لطمعه5 عطا 0ع1710م0مط 





بمتره] ف 101 11م10آ): 2ماع امع 1' 
00 
84 ع5مممناة لصة 26 > تي حطذا - (1)/ر حصنا غقطا طاعدة كدممتاعصدة 00)ع همه (تار غمآ 


34 20 , 2 25[قتقغممكء 1 1كاع]10 ماعمه مج مه عاطمتاصمءي تل عند د)ع همة دار 


تصعط]' كاءةا1 ه غه 'واطتودمم أمعءعع, 0 عد (1) 'ى 
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الفصل الخامس 


ند) كر 





© 8 ا 


مما - 2 طلا 
(ي)ع جا 
:لت أتططةا 0جامعه5 عط 210177100 

(الدطنا عاأتمخصة 121م10آ): 3ماع امعط 1' 


تطبيقات على المشتقفة 


+ 51100056 مسد مه - )ص10 - (ه) “رصنا غ52 طعناك امتاعصلة تداى امه تار هآ 








(0د) كر 





(2) 'ي مجر 


ملا - اك ملا 
(2)ق مجر 


بمعط]' كأكلعرء 


7, 0 





111 


و8 8 ووس 


:كلت لمنلا لممعع5 عط 0ع10110ط 
11101 10601625125 :01 120125125 0ه 101 أده 1' 


:15 تدا/ر لهاع طنة عاطم أمععء 011 مر 


201 9 عند لله 101 0< ود) كر ]1 )6 9 12121 عطا 0ه ع متاموع121 (2 


(ضهاء درورو وعووم ن (2ه) روكفاد مط ده و سك فامقه “زنا 


21 ع1ع7 320 1221625125 15 زد)ا/ر عاعط17 100108 101 ومرعاد 


21ل11 


)ير ع كله كتعل عط مسلط : رمأعاك 


:615 180 عغطا 50175 أقطا عاطها 2 متا اعه5 : ومع]51 
0 > تد) ير همه 0< زد) ار 


4 


0 








1121 





0 


0 





1121 


35 





:قط ع11.آ[ 
1 1 


2 








تأودع] 101110720107[ 11151 
0 ع1طة نا أعد لله ود) '/ر 0طاط.0هأعطنة عاطمتمعع]01 2 عاممعل كر اع[ 
15 ]1 ع1عط7 20 101635125 15 زد)/ر عتعط؟؟ عمتمسعفعل 


5 همة ضكر 05 طموعع عطا ده 4 أصتمم 2 6ه ألع1 عطا ما عستمدعهمة حنظكر 16 -1 


الت لتقت 10631 2 15 عتعطا 4 اصتمم عط غه معطا , 4 0 غطع تر عطا ما عستمدع عل 
5 لصة تدكر 02 طموعع عطا مه 4 أصتهم 2 2ه أ/ع1 عطا ما عمسمتكدعععل ذز ()كر 16 -2 


.للتلالتتطتطط 1021 2 15 عنتعطا 4 غصتمم عط غه معطا , 4 0 غطع ته عطا ما عستمدعتعص1 


3259 


:111101 ع متطامواع 01 51625 
. اير 01 متمحدمل عطلا لملط -1 


.)كر 01 كماورعع 1211 عطا عأه ع0[ -2 














الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


115 ماعط 320 علاقوع1ءط1 15 د)/ر عاع176 عمتمدعاء1]2 -3 
100311 01 2037:1132 لوع10 نققنة مسلط -ك 
تعطاكء 15 عطنا أمععمها عطا طاعتط غده زكر 01 طمقع عطا زه 5أغطامم 211 عنوءم[ -د 


ع7 01 1200121 مط 
.1 2 32 10216 320 1ه 1كقططاء6 0ع عطا عمتصمعاء107 -6 


:7 00262176 زر ملا ع متكة 002 

١‏ 2 21ا1ع11 عطا ذه ع1طش معتع ]01 15 أقطا مماأعصطنة جه عاأممع0 زداكر أعا 

عطا , (2,5) ناماع تامتطا 11 , 2,2١‏ 0 70105 ملا 0025© 15 )كر 01 طاموعع عط]' -1 
قتع عط 107اعط6 غ11 زدكر 01 طموتع عطا ما دعصنا أمعوطةا 

عطا, (مبه) أتامطاع تامقط] 11 , (5,م) 0 001753505 052631128 15 زدا/ر 01 طأمقتع عط1' -2 
عطا 3607 ع11 )كر 01 طموتع عطا ما وعصنا أمععطمهةا 


:17 101 أوه 1' 
77 20معه؟5 115 ع6 (د)''ثر أع1 300 طمتأعمتةا جه عط زاكر ع بر أهآ 


:0121م 102اع1]0116 
طعتطن8 غ2 ود)كر 01 طمقع عطا ده غطامم 2 15 ضاير 10121105 2 01 أطامم ممناعع الما سخ 


(د)/ر 01 7 1اكوعمم عطا 


تأوع1' الله 'كتاء10 0م5600 
4 1[ 7731اء1201 طعم0 لله 2ه ع1طهتامععع]011 15 أخقطا طمأعصلظ ج ع6 زكر دير اع[ 


1 ا 21110 2 15 0) ع05ممتاد وكلث.[ زه كاولءء (1)'كر110726097ع0 201معه5 عطا غهطا ع0205مناد 
.0ع 0أثر طاعتطن78ا 101 

100311 3 15 عاغطا ((عاكر ( 6( امم عطا غه معطا ,0> جن)' ير 11 -1 

100211 3 15 ماعطا )060 04 ( 6 امم عط غ2 معطا ,0< (2) ' كر 11 -2 

.5 56 ]20115 أو 1 011772611[ 11151 عطا 220 126021115176 15 أوعا عطا ,0ع ود) ' كر 11 -3 


علد علد عد عل 6د لذ 6د علد علد عد علد عد 6د عد عد علد عد 6د عد 6د عد علد عاد علد 
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الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


1 - حدد الفترات على كل من الدوال التالية التي تكون فيها الدوال متزايدة أو متناقصة: 
1 رع - غر - قار 2 2422 - ترد - زاكر 
3 مد ثر - تراكر 54 ديرو + ترق + قر- - ودار 
5 تر) *(1دير)- وار 6 --2ا) *(1-مر) - قار 

2- أوجد القيم العظمى والصغرى للدوال في التمرين (1). 

3- أوجد نقاط الانقلاب و ارسم الدوال التالية: 


1 +ير25 + تر10+ قر - قدار 2 كبر6- كيرد - قداكر 
3ر1 - ضار 4 (1- مدا - ضار 
5 كرد - شرع - زاكر 6م فرك - ثيرة - قراكر 
57- تر15- ودار 8 قير - 2 - قراكر 


4- أوجد عددين صحيحين مجموعهما 12 وحاصل ضربهما قيمة عظمى. 

5- حاوية اسطوانية ذات قاعدة دائرية تتسع ال64 متر مكعب أوجد أبعادها لكي يكون لها 
سطح اصغر ما يمكن. 

6- مخروط دائري قائم ارتفاعه 8 قدم ونصف قطر قاعدته 7 يتزايدء أوجد معدل تغير 
مساحة سطحه ' بالنسبة لم عندما 6-م. 

7- حوض مائي طوله 10 متر ومقطعة عبارة عن شبة منحرف متساوي الساقين قاعدته 

1 

السفلى 3 متر والعليا 5 متر وارتفاعه 2 متر فإذا كان الماء يرتفع بمعدل سر 
دقيقة عندما كان عمق الماء مترا واحد أوجد معدل دخول الماء إلى الحوض. 

8- أحسب قيم النهايات التالية: 

+ ملام 


1ت 
ل للد - د 





- تد)كر عندما 2 ->ه0 





3601 





الفصل الخامس تطبيقات على المشتقة 


حي 5111 
32 

7 

1 





- )كر عندما :2 ->ه0 


1ت 
الل وبري عندما 2 ->ه0 


“مص 


55 


- (د)كر عندما 2 ->مه 


38 


سدح ندما 0 
(*22 +1000 ا 


ناحو ها ؤينه 0 
سلما 


11 


8 “مشر - ور)كر عندما 1 ->همه 


لل 


- (د)كر عندما 2->مه 


و “ضة -) - ضار عندما + ->0 

0 00 عقسا موب 0 
ل [4]- ضكر عندما > 0 
2:] ل-علر|- صر عندما >1 
3 )مهام - ضار عندما ->ه مه 


4 : د غأم» -يز ععوع ) - تزكر عندما + > 0 


ا عا عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد 6د مد 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


الدوال الأصلية والتكامل 121651231 3110 241161-961117311576 


تابعنا في الفصول السابقة دراسة الدوال والعلاقات الهامة وكذلك حساب التفاضل وهو 
أحد الفرعين الأساسين التفاضل والتكامل وسنوجه اهتمامنا فيما يلي للفرع الأساسي الآخر 
للموضوع وهو حساب التكامل وتأخذ اليوم كلمة (تكامل) معنيين فيما يتعلق بحساب التكامل 
ويكاد المعنى الأكثر عمقاً يكون مماثلاً للتعريف غير الفني (( يبين الكل ل..... يعطي جمع 
أو مجموع...)) (تعاواء1717). 

ويكون المعنى الرياضي لهذه الكلمة ظاهر الوضوح في إيجاد المساحات المحددة 
بمنحنيات وأحجام المجسمات المختلفة» وأطوال المنحنيات ومراكز الثقل وتطبيقات أخرى. 

أما المعنى الرياضي الثاني لفعل (يكامل) فهو إيجاد دالة أعطيت مشتقتها. 


الدوال الأصلية: 1005]ع0نا؟ عااناه كتاء2[آ- نام 
تعريف : 

ليكن 1 فترة غير خال من ©. ولتكن / ج /:كر دالة مستمرة نقول أن الدالة 
جم ج/:ج دالة أصلية للدالة حر إذا وفقط إذا كانت يم قابلة للاشتقاق على الفترة 
7وكان /ر - /ر. 


5 


تعريف: 
يقال إن ()#دالة أصلية (تكامل) لدالة (3)م إذا تحققت العلاقة التالية: 
تدك زرا كر - زد)] لل 


أي أن بمعنى أن تفاضل الدالة (ر) هو ,ته(م)/ أو أن المشتقة #ر- و 








ومن التعريف نجد أن الدوال 0+4 حيث © عدد ثابت اختياري يمكن أن تكون 
كلها دوال أصلية (تكامل) للدالة )/. والسبب يرجع لكون مشتقة العدد الثابت تساوى صفر. 

نستنتج انه إذا وجدت لدالة ما دالة أصيلة فإنه يوجد عدد غير منته من الدوال الأصلية 
لها تختلف عن بعضها بالعدد الثابت ويكون لدينا التعريف التالي : 





363 











الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


تكامل دالة كر هو دالة © + (د)م حيث © عدد ثابت وبحيث يكون: 


)م 4 
ل 


ويرمز لتكامل الدالة (د)/ربالرمز + ض)م حده ض)ا/ر | 
ويقرأ بالتكامل غير المحدود لدالة )/ر ويسمى العدد الثابت © بثابت التكامل. 








أمثلة: 
حيث أن عدك ثرد - (قر)ل فإن: ع + قر ديرق ثرد آٍ 
وبما أن برك “3 - (ته) 4 فإن: + خت دبر4 8 3 | 
وبما أن عدك د مذو 2- - (ترومع) 2 فإن: © + تدومه حك [ ند مذ 2 1 
وهذا يعنى أن التكامل هو العملية العكسية (للاشتقاق ) للتفاضل. 
قوانين التكامل غبر المحدود للدوال الجبرية( التكاملات الشائعة): 12215ع1266 01نتحده 0 
سنذكر العديد من القواعد الهامة لإيجاد تكامل الدوال الشائعة ((كثيرة الاستعمال)): 


قاعدة 1: تكامل العدد الثابت 


ليكن > عدد ثابت عندئذ : 








ع ديرو ديز 7 و آٍ حيث © ثابت التكامل. 





أمئلة : 
م بدير5 د ير ك2 5 ٍ 
م بعر 7- درك 7- (2 
0 ات 
3 
قاعدة 2 : 
771 
6 > م4 ”د باستثناء 1--م حيث > ثابت التكامل , م ع7 . 
00 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 




















أمئلة: 
1 اشير 
ع + ثر ددم + 2 0 ] )1 
4 3+1 
1 قير اير 1 
+ حدم د دم دل ديرن ثير أعور خ 2 
3 3 1 4- ! م ا 
5 0 3 
2 0 5 
6+ الى 7 1 3 30 
5 
قاعدة 3: 
يمكن إخراج عامل ثابت من تحث إشارة التكامل أو إدخاله دون أن تتغير النتيجة 
أي أن ده ضار إم عه ضاره | 
أمئلة : 
4+1 
6+ توش دم بك 7 غير | دوو كي ]| )1 
الك ال 2 سس 2 ل ا اك 
ل ل لك حاو د -:2 4 )2 
1 2 2 
ء + ير كأدة دير 4 3 عد | 5آء - رد 4 | 30 
قاعدة 4: 


تكامل المجموع الجبري لعدة دوال يساوي المجموع الجبري لتكاملات هذه 
الدوال أي أن: 
إذا كانت (63(:4503/ دوال قابلة للتكامل في > فإن: 
ده ضام إجده ضار إحنده [ض)ع +ضا/] | 
وبصفة عامة إذا كانت (د)كر............ )كر, )ير , (د)ر دوال قابلة للتكامل 
في "فين 
003/2 [ ماكز لبس رماو 1 
+ مجخم ظترك زومرل خوك ودار ]| 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 











أمثلة: 
2 ل 
مبترقد تر تحسم سزكل 5 سحترقل |5ستر4ند إصتره 2 إحره 245 مر ٍ )1 
3 2 3 
38 ِ 1 2 
0 عد |4-2 :ض) | حده جد [2-ده عله | -عده [خ-ك] ] )2 
3 3+1- ا 
عد وي كي وح وت بد كام 
3 2 3 
2 
3 
2 خر إقد رق 2 دير هن 5 3 2 5 
1 عد |3-د 4 |2لددير د ]مده [ كم ول 1ه 
3 2 2 6 1 
عل يرول ير مواد 
2 6 
قاعدة 5: 
لتكن ” دالة في + و 7 عدد يخالف العدد(1-) عندئذ يكون: 
1+رر 
+ -بر4 ”7 ”ا ]| باستثناء 1-- حيث »© ثابت التكامل. 
7+1 
أمثلة : 


ده (ص6) '(6-ت28) ] 1 
4 بر ب شد6 دار جه 6ر2 در 

وباكشاميء سصورو: عدهزضه) [6-ض2) ]| 3 

دق[ ه-ض) | 21 
قر دمع جد 2 ترد عر 
يله قاويي لصوو بق مهرم م ) ]| 4 


14+ عر تلم قي) | -نده دتما 3 + ثرلء آٍ )3 


(1+ ض)ة - 3+ ترودمر جد بردم قردر 


5116 مر #دة + )3 | --:4 1+ مر + قرلء آٍ 1 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


3 


3 0 1 
+ ثدة+ قي 2د + كد جك مه م # | مسرم 1+ مر 3+ قدلء | 
3 
ا اا )4 
كير 
5 سس 21 5 


“(ثر + ) > 


د “نم +1)بده |- عله د ملو * ومه | (5 





1 ماد - حع'”م ‏ جد تر 005 دز 
0 
م جب - - يله يرث |- - به د ملوه : كمه | 
د ةدوم 
+ ل سدع 
3 
1 111 
رم 
1 
ادام | اجد2 م[ ع مه 
1د 
37 1 
م جك د ماين | كد ٍ 
2 1 
2 
9 زتها _ 
2 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


>2 أمثلة محلولة 
احسب التكاملات التالية: 


0 عله زضية- يلها | 


الحل: 
3 
بوكر لكوي ود لوو يوني | فيز لامر قاس ور ارقت و0 | 
5 3 5 3 
2 
2 3 
0 4 ث4 3 
1 2 
الحل: 
ا |4-مه خم |3-م كه د 2ر4 8 1 
عدللء كير 
1 
١‏ 2 2 
ع + يرك + ثر قير دادم + 2 4 3- 
0 3 3- 
2 


د (62+9- ضر) شير |[ عيدن [(3-جن) عدلء ٍ 
غ0 موب كمه كم | - 


20 3 3 12 2 2 
م+[مو صرشا- ف | عله + تير6 + 0ه نير - 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


الحل: 
مم (سء صرب سم ] دمه [ كط بط ) ] 
1 5 1 
1 1 1 قير اثسي كاير 
6+ 2 كك + - 
231 10011 3--2- 1- 


دوع [1- ص36 ] 
ركد جد |[ شرة در 


+ (1- دقاح دده 62) (1- مره أ 
06 عد#ه(2 ع قيه4) [د2+ثر 
مع ضها مه + ثم | 
ده (2+ قيه) "زمه ثم | 
2 قرو درن جد بير2 + د تردر 
م+ زمه عماج ده (+ شه يد + خر) ٍ 


7 دل امشداص | 
07 12+ قار | -د4 1+ تي دمر آٍ 


2 حدس جد ]ل ثشرد عر 


6+ 2+ رك -11 هل 12+ )م2 !ٍِ 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


8 هكد [2+ تدكاد | 
الحل: 
واوكق زوثر 55 ]| 
كر35 د جد 2+ تركد در 
40 عط مه (كدوة) (2+ ترة) ل 


9 عهلعدحك) | 


فت عدهمحدي) ]| 


4-د”ض”سن جد يرب4-[در 


4 4 0-) [ل-دمه 42 -) آٍ 


6+ :ده )2 دع + ته 0 5 


43 
0 عهز(ت) تجكلة | 


برك (عم) تزهر + 5) ] حدوزض) توكلا | 
ترد دي جا تردكدرع 
ده (ع6) :(ضجه) | دده (ض) ”(ضة) أ 


4 


6+ تمه !دم تقد +م) 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


2 


(03 








|! )1+32( 


ر3 دير 2/ء 


(3+)2 <ير6 +2 دم جد تروبعر2 در 


0[ تدوجمم) (دة+ )| -ده 


0007 تيوجمم) ضة+ )2 ]| : مر تيو جمه) قدة+ )| 


شرة +ير 2ل دم + ّم وديم 1 - 


0 زع (ضدهة ]| 
ده (غد- ) (ضصسية) | 
(د- م - غرة- ةدم جه (ضحوةا) ده 


4 (2د-)(6 (قدسيوا ]4-2 (عد-) (قسيه) ٍ 


+ ل[ق برق كد دم + ال 1 0-0 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


تكامل الدوال المثلثية 2[15عء101 005 1اعمنة ع111' 
قواعد التكامل: 
. بتطبيق التعريف الأساسي لحساب التكامل المعرف في بداية الفصل و باعتبار الدالة 
المعاكسة للقوانين الأساسية للتفاضل يكون لدينا القوانين التالية : 
تكامل دالة الجيب تكون بالشكل التالي: 
ع ديز 205 - ح نز 7 1 5111 | 10 
أما إذا كانت الزاوية دالة في + فإن القانون السابق يكون كالتالي: 
© جرد ومع - حر كه هلز | 20 
تكامل دالة جيب التمام تكون بالشكل التالي: 
© جمد سل حر 4 تومه | (3 
أما إذا كانت الزاوية دالة في + فإن القانون السابق يكون كالتالي: 
© + مل هل بر لاومه 17 | (4 
تكامل دالة الظل تكون بالشكل التالي: 
+ إندءهة | مادعد 4 دهها | 
أما إذا كانت الزاوية دالة في + فإن القانون السابق يكون كالتالي: 
© + | ماعةة إسلد مد ك ينهها 7 | 
أمثلة : 
احسب التكاملات التالية : 
م حيد4 ومه ل - دم 4# مل 4 ]ل د عد / نيك هزة ]10 
ع +2 لط سند 4 2 205 ]همه 605 1 2١‏ 
دك (دة- 5)2مه | جندك (2 +ندة) منو| دمد4 (ضدة- 2)كمه + (2 جدة) هنهم) | (3 


1 1 
د 4 (دة- 2)ومع3 - [-مه (2 +دة) ملوة | - 


326 2 (2+دة) ووه - - 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 
ري ندل امود ٌ 40 
داه 
1 


دض جد يرل - 2 دنر 


مذ 2 
دعرو لتك لع 


36 
2 ال ا | 
أ ااطلا؟ '/1 ]|6 - 


ع دز و60 - 


9 +[دل. - 6002 2 


0. بتطبيق القانون الأساسي لحساب التكامل بالاعتماد على القوانين الأساسية للتفاضل يكون 
لدينا القوانين التالية : 


قاعدة 1 : تكامل الدالة ”عه مر 
© +ند لها حبر 4 ند 566 | 
إذا كانت 74 دالة فى 2. فيكون لدينا القانون التالية: 
ْ © + إل مها حبر رن لمعو | 
قاعدة 2 : تكامل الدالة مر اع -مر 
© +ع 0ه - ديز 7 نز لعو | 
إذا كانت 4 دالة فى 5 فيكون لدينا القانون التالية : 
ْ © يز امه - حار ك رن توه 17 | 
قاعدة 3 : تكامل الدالة د مما ندءء: - بر 
© +1 م56 -ن1 # د ةا :1 عع5 | 
إذا كانت 74 دالة فى 2. فيكون لدينا القانون التالية : 
ْ © +باععة د ند ك الهها انلمعو 17 | 
قاعدة 4 : تكامل الدالة ]مه ندعو - بر 
ع داعو - دح يز أ ند امه تدعو ٍ 
إذا كانت 7 دالة في 2. فيكون لدينا القانون التالية : 


عدرل عو - ع ير أن 11 أم» لأاعىى 'لة آٍ 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


قاعدة 5 :تكامل الدالة 62م <- بر 
6+ إندعقه إسا- د مد ك4 ندامه | 
إذا كانت / دالة في 1فيكون لدينا : 
© + | عو |صل- د عد ينامه 17 | 
قاعدة 6 :تكامل الدالة دءءة بر 
© + | ند صها جد عمد | هل دمر 4 تدعمة | 
إذا كانت / دالة في 1فيكون لدينا : 
© + | هما + بنعهة | ساعد ف بنعهة/ | 
قاعدة 7 :تكامل الدالة برعي بر 
© + | تدامه -تعوة | ها بر 4 نزعقه | 
إذا كانت / دالة في رفيكون لدينا : 


ع+] امه - لاعقه | هآ < عد ف نلعي /1 | 


احسب التكاملات التالية : 
+ إلا+ مها عم | هلط ددم (ا+ ض2) همه ] لذ دده زا+ مامه ع ] ا 
+ ضد4 )مم دع 4 (عد4ه) 2 عنو4 ]ده هدعم | (2 
حيث > عدد ثابت د64 + تدكاءءة ]|3 
ثر15-م/ جد يود+ثرة-رنر 


دل (ه + تمرى) 56 22 15 -0 )4 + تمرى) 2 آٍ 


5 ++ تدكاهها +4 + أير5 أءهة | 5 5 


0 الك 4 


عار جد برم[ذ3 +2 -نر 
0 


4 (د ص31 0 3 درم اد للش 
3 ٍ 





> + لد م31 د 6)2م» -(د م31 6ع | ملع - 


سسا 2770ل 0277_7222 صصاىهىهىدل2251212252 سل 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


ديرك (1+ غرنامه (1+ رعو 21 | 5١‏ 
2 حر ج 1+ شر در 
دعر# (1+ ثراو (1+ تريعون 2 ٍ 


ع + (1+ شر)عون - - 
دعر زر د شرل لر)مةا قر + ثر + قر)عوو (1دير2 + ثر3) ٍ 6١‏ 
1 +عر2 + ثرة د جدير + شر + فر د رر 
دعر قر قر + قر)ممام + ثر+ قريعهو (1جير2 + ثرة) ٍ 


ع + قر + ثر + قر)ووو - 
ديرك 73+ غتاهها (22+7) ٍ 70 
7م حمر جدير 7 + ثير دور 
ح عر أ 'لقالة مها | 


ع + ه) *عهو - 


ع + ور 7 + ثر) 7 عوو - 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


>2 أمثلة محلولة 
احسب التكاملات التالية: 


0 دك 3-5 |نميه 1 
3 
الحل: +[ ك3 ]مسد -13تميه ضرِ_ |- دير 4 ال-3 |تميه شر ٍ 


02 عدل ( دانم (قعاءيى عر ٍ 5 
الحل: 
د07 (قدد)ءه (قاءيى ترم ]4 1_7 (قدد)ءه (قرماءيى مر | 
ع + ث2 200 ع +[تد2 60 ا - 
6 6 
3 دك تيه-5 | ٠:‏ 


1 1 
الحل : | مه |سي كلمل مه-5 | 


4 
-5 هم 
0 2 

ع + اررععو ماج - رك صما - 22 ك7 | ست 5 أحجتهةا -000 
35 1 ]مه لعاببل | 
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الدوال الأصلية والتكامل 


+6 





6 2 3- _ 
2 


2 سس 
11 





مآ2 درق 3 لك درق 7-2 )«»] 
2 2 2 


0 (د وماك + 3) وم ٌ 


11 


ع جا يروم[ 3+5 -دن 
1 


41 (دوماك +3) وم»ء 3 0 00 (دوماك + 3) 5ه» ٌ 
31 


71 0007 


مسذروة 1قخ امم ل حم ردج القت رق يزووهار اب 
35 35 


7 عد كه :61 05 62 متوك + 9) وم | ١‏ 
الحل: 


عد # 61 05» 61 مذو ك4 + 9) 65 | 


عد 7 61 205 24 د :7ل جه 62 1و4 +9 1ن 


عد # 61 05ك (61 ملورك + 9) 0 -عز 2# 61 05» (61 مأو ك4 + 9) 6 


© + 61 مذلوك + - 2 
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الفصل السادس 


الدوال الأصلية والتكامل 
8 مضه “(تقمنةه-مة3وم)| . 
الحل: 


عد 4 (عدة 2 هذه + ند3 ملودة ومع 2 -عرة 2 وون ) | حده “(ندة صنو -ندة ومه) | 
د 4 33 طلودة وه | 2 -ير 4 | د04 (دة مزودة3 وم 2 -1) | - 


ع +عرة2 0 -عز 2 312511331 6 -ع1 2 3151133 6 


+31 لكين دعد 4 *(312 مذو م3 5م6) | 


09 ند 4 ندامه | . 

الحل: 

© + ند عوه | صل- دم + د ' هذ | هل- دء + ند هذ | ها- مد 4 تتططلت | حد 4 دام آٍ 
511 


© + إندعوه | ها- د تر 0 ند امه آٍ 3 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 
تكامل الدوال المثلثية العكسية 105156 126681215 1101100 111" 
شكوود اف هذا البدد فون قرا عه ككامل التو ال" النظفة الحكسية الذي سايق :قر فته 
قاعدة 1: 
لتكن » دالة في عندئذ يكون: 

















أمئلة : 
احسب التكاملات التالية : 7 1 حك 1 
ل ]دم 1 1 2144 2 
ع + 
1 
1 
ل 1م - (3 
7 غير + 49 ا 
قاعدة 2: 
لتكن دالة في عندئذ يكون: 
#4إد بآ 4 1 سك - 
6+ مم 2 - 000 و د جكب | 
4 م “رودن 42 1+ 2 
حيث © ثابت التكامل. 
أمثلة : 
احسب التكاملات التالية : “0 5 0 
3 شر + 9 
2 
د 3 0 - 1 210 ]2 
4 شير +16 
00 - 0 )3 
5 5 2+1(5)+25 



































الفصل السادس 


الدوال الأصلية والتكامل 


تكامل الدوال الآسية اللوغارثمية: 72[15ع1016 حصطاتتدع 1.0 مه 21معممي:] 


قواعد التكامل: 


القاعدة :1 


و5 


3 _ 2 
2 2 5- 


200 


غ0 
06 كك 
مآ 


درق 





أمئلة : 
احسب التكاملات التالية : 


-31 


م 





115 


+ 


القاعدة 2: 


إذا كان © - 0 فيكون لدينا ما يلي: 
ع ل كم ديز قل 


التالي : 





مثال: 
احسب التكامل التالي :دك 28 (1-ه) | 


إذا كان >عددا موجبا يخالف 1, (4721) فإنه يكون لدينا القاعدة التالي: 


وبصورة عامة إذا كانت ” دالة قابلة للاشتقاق في 2 فيكون لدينا القاعدة التالي: 








4 116 


ديرق تم ] لكن 1064-1 وبالتالي يكون لدينا القاعدة التالي: 
0 : : 


وبصورة عامة إذا كانت “ دالة قابلة للاشتقاق في + فيكون لدينا القاعدة 


ع ل “اج حير آم “تن ارق | 


1 آٍ 





58 


3 5 
عتك 3 0 





بره (3-) تممه 5 ]2 
2 


لير م ]ده 6م ]32 


و 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


(1-م)2 -2 سيره دم جه [إبير2- شردنر 
07 2 مدي (1-ه) 2] حبر اد ننم (1-ير) | 

6+ حو ون 02 - 

2 2 2 
مثال: 
احسب التكامل التالي :تدك 2*7 (1-ن ومه) | 
الحل: 
لدينا 2-1 ومء دض جح تر حر مزودنر 
وبالتالي فإن: 


م د طلا سام ل “اق حاير 7 “ان أرل ا دمت (1 سير وون) | 


القاعدة :3 
إذا كانت ” دالة قابلة للاشتقاق في + فيكون لدينا القاعدة التالي : 








ء+|»ه اسادد قل طََ | 
71 





مثال: احسب التكامل التالى : رمي © ]. 
١,‏ 2 --5م 
الحل: 
لدينا “محم جد 2- محم 


وبالتالي فإن : م+ | 2- كم | مادم | # ما ديري “ 7-0 ٍ 





مثال: احسب التكامل التالي اه 1 


27 دشر 
الحل: 


لدينا (1- 2ر2)2 -2 + قرو د جه بر2 د ثرد عر 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


وبالتالي فإن : 


3 3 
و (1+ 2)2 0 0 1+ 21 ٌ 


21 + ثير 29 ع2 + ثير 


م+ مد مم |ملط دم مزه إملط دري “ ]ل 
2 2 2 


مكان: ٠‏ الختسع لامك انارق 5 م 
3 71 + نر 
الحل: 
21 205 دير ٌ 
1 طنو + فير 
(20 وم يز )2 - نز 2 ومن 2 جير 2 در جد 2ر2 وزو + ردير 


5 اف اد 0-0-0 و0 دير ٌ 





5 : 3 
ع2 ومنو + تير 2 طلو + ثير 


| 2 ستقج قد | هادع + | » | وا دتري “1 - 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 
>2 أمثلة محلولة 


احسب التكاملات التالية: 


0 مه( يدهم م ) | . 
الحل: 


ع دير دير 2 مط 6ه - 4 (22+1 95 + تمي | 


02 يدك صن )سمت 2 | ل 
الحل: 
دك (ند لو - 2) “تت 2 آٍ 
د 7 (12 ملو - 2) عدن 27 جه نر ومح +ع21 - از 


6 2030م 2 دام + “0 2 د رن 7 “26 | كند م(« مو - 2) 2087م 2 آٍ 


6 مه «( )م | -د4 رآ 1 
+ هله 
الحل: 
ده ت(لجمم) ]عدو ف | 


58 


1+ م6 





دك امد درول جا [إد مدع 
ا 2 0 | <-ده تلج م) م | 


1 
+ 1+ 2165 دم + 12 + 2)65 - 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


1 
بره لتنج شير ويه 
2 
1 

ع تعر ددرن ول جد اتردر 

2 لعرر 2- 
عل كم بد - ]- ديرك 6 1 

1 
ع لد تم ادم د “مس د رز 7 “اق |-- 


5 عري “تج 321 | ' 


الحل: 








اا | 
09 ديرن 325 جد _إين”نثن 32*13 2- د دون جا *5-325دير 
3 م1 2 
5-4 1 1 1 +533 2 
م6 + م للد ل ح عة 7ل >[ سح ير قو 6 3 
3 م21 3 م21 


6 تيرك تي اكامعنا2 ٍ 


الحل: 
1 51 عي 21 ٍ 


- - ر4 /5 نهو جا ول ,5 عي ك5- د در جد ,065 +1در 


1 1 
5122 7 512 


26 


6+ 7 “2 |[ وهر ثم شتير 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 





5 


تعر ة-كر 3 2 
06 تي انين | دودر آ 


3 











د 
ل ره قر جد برق تبر4كى دول جا 22ير5-2در 
و5 1 1 1 تر 5-2 3- 
356 ماحم ب “م ح رو قل كم | لح ير قن 6 د 
4 4 4 
2 ماجة 
6 
8 عدك آٍ 
1 
الحل: 
ساودم 
عر 25طاى 3م قير | دده 1 


9 
ع + أصر2 دير ل | 2 دير 4ه 0 2) تملير | - 


قو عه إل ثما نمم ]. 


الحل: 
6 [ا+ م مير آٍ 


4-0 مير جد عر توعير2 درو جد [ب تم در 


6 1 ا م 3 مم 4 -م 1 ]4-2 [ا+ ضعى) ضير آٍ 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
سس و يه وا 


11 0 0ع 27 1 
1[ “ع عرق 2625 دروك جد 5-1ثم در 
كل لاعهةة ال 1 


ع | (ا- ")ممه +(1- '2م) هه | ملح دم + | 1 ع5 + /1 ذا | د 











25م 
الحل: 
“وير 
غ0 1 1 
225 
1 2 2 2 
20 “ثور جد عرق #*وير4 دوق جا 5ب ثم در 
2 
مج كج مت | متط دم جزم | ونا - 4ك | مدرو كك 1 
4 4 1 4 نك ع 
0521-5111© 
2( |1 : 
005 5111211 
الحل: 


600521-12 
دل لحلل جك آٍ 
0 51112.12 
510232 -م2)0052 -2 25102 -ئ 20052  1/-‏ جه 20522 11212و - 1 


60052:-512 0 1 ١ 2 )0052:-51122( 1 


51112121- 2 5111211-00 


© + | 51121092 امتلدم+اه 2057 أ 
2 2 7 ل2 


356 











د أعهو- دنم اج 


3 1 

41 د ئععو- 
-1 4 ٍ -1 4 

5- 31 4 
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الدوال الأصلية والتكامل 


2 
1 56 
رن لجخب آٍ 
للة] -5 


طة -5 نز 


2 
1 565 
ديري آٍ 
311 -5 














الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


التكامل بالتعويضص: 121عع]12 5112511611102 

ليكن لدينا الدالتان (3)/ و (3) عندئذ يمكن تركيب الدالة (2د)ى)/ر - 3ت)ع 5 / 

وبفرض أن 2 - (31) تصبح لدينا الدالة 7)/ فإذا كانت 7)/ قابلة للمكاملة يكون 
التركيب ((5)2)/. - )م 0 /. قابل للمكاملة» وسنميز حالتين : 
الحالة الأولى: 
التكامل بالتعويض وفق قاعدة السلسلة : 

في هذه الحالة نحاول الوصول إلى الشكل //ك (4)/.] من خلال إجراء تغير في 
المتحول سنشرحه بالأمثلة التالية: 

4 (كجمعزه جيك تم) ] ا 

نفرض أن : 2+برك+ 4-2 نفاضل الطرفين نحصل على #(5 +22) - ,)كه ثم 

نعوض عن 7 ومشتقاتها بذلك يصبح التكامل على الشكل التالي: 
6 4 - ال ا 

نعوض عن 7 بما تساويه فنجد: 


5 +522+ 2) 
2 


6 حده (كعموزه جيك ت) | 
ده ل |2 
نفرض أن : 12 -» نفاضل الطرفين نحصل على </تد2 - 4 ثم نعوض عن /1 
ومشتقاتها بذلك يصبح التكامل على الشكل التالي: 
0 + “م ح رزن 6 
نعوض عن 72 بما تساويه فنجد: 
6 ل كم سير 7 كن د 
الحالة الثانية: 
طريقة التعويض في الدوال المثلثية: 
إذا حوي التكامل أي من الجذور التالية نتبع طريقة التعويض الموضحة جانب كل جذر: 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


700 
6 ملو ح- دير 
7 ف ترم - شن له 1 


0 مز -1- 236وم 


2 
0 عمو 3د 
7 1 جح 7ن دير قله 28 


26-1ععو - 20 صما 


00 
6 مه - ع 
35 ليع نويد وين مزه 


060*مة +1- 256ععو 


أحسب التكاملات التالية: 
161 ]0 
شرو - + إم ثر 
نفرض أن : 12-510 بتفاطض فين ذ 9- 1ه مذ 
أ[ 0 تافل الطلن فين حمل 0 0جمه ب - منها 
5 - د00 - 1- - رت 
250 - 26ومء 4ل - 6 تمنو 4ل - ترو- 4ل 








ملاحظة: 
إذا كان لدينا تكامل محدود يجب أن نضع إشارة القيمة المطلقة» ولكن هنا يمكن 
التغاضي عنها وسنضع 0 - 6050 فيكون لدينا: 
- 4[ مم 1 1 آ 
3 (0 5م 7)2 0 ملي 
"“) + 6 6مك 12- - 016 0 ]2 - 0 آٌ)_ِ- 
60“ صاد 


ننه خنه-و1 |2 
نفرض أن : 0ه - + بتفاضل الطرفين نحصل على 46 41-0 منها نعوض 


في الجذر نحصل على: 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


2 
00 0 6 هذهو - ول. | - 00 0 | 0ض )هو 
2 2 2 
3 
00 00 6 م ] - 


- 6-6 260 0 
2 


0 076 


2-2 2 


| “قط ب 2 
4 212 


لكن را- لع - مو 25166056 - 26 نزو منها 
6 -1 2ه - 26 511 
3 3 
وبالتالي يكون لدينا: 


+ قده- ولحد دس منوع ديه ره ولء | 


تكامل بعض الصيغ المثلثية : 1005اعمد؟ 111" 01 داع امعط 

يكون التكامل في ,هذه الحالة على خسن درجة الدؤال المظفية : 

أولاً: لحساب التكامل 4 :د ”5مه”<ذه ] نميز بين الحالات التالية: 

1- إذا كان 7/7 فردياً: نترك واحد من مذه ونحول الباقي إلى 05> من خلال 
العلاقة ومح -1 -2 وزو ثم نجري التكامل بالتعويض بفرض أن درق 


مثال: 
احسب التكامل التالي : عدك4 بدثومعء+ ”مذو ]. 
الحل: 
باستخدام القاعدة السابقة نحصل على: 
عد 4 عد أومع16 “موه مذ | دده د +109 “لو | 
د 1 0 <ومه-0)د من حٍّ 
نفرض أن 2-0053 وبتفاضل الطرفين نحصل على: :4 عنصذه درل 
بالتعويض نحصل على: 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


ل (كه- “)| - د24 “د -1) |- دير 4 دكومعم "ملو | 
4 : - 
7 5 


د 0057 ”ومن - 
7 5 





2- إذا كان 7 فردياً: نترك واحد من 005 ونحول الباقي إلى مزه من خلال العلاقة 
د “مذو -1-ر وم وبعدها نجري التكامل بالتعويض مفترضين أن -+ منو. 
مثال: 
احسب التكامل التالي : يده ند“ منود ”و5م» ]. 
الحل: 
باستخدام القاعدة السابقة نحصل على: 
دك عد ملقم > ومعم ومه | حمر 4 عن 2 ملقم ” كمه | 
دك ع ة ملوزم * مله - )د ومه ]| - 
نفرض أن 2-5123 وبتفاضل الطرفين نحصل على: :اه :د05 -/: 
بالتعويض نحصل على: 


عر ”ملو 1 أ مزه _- 


5 1 5-4 4 - مل(“ - ما | دمر | 


م 


3- إذا كان 7 و 772 فرديان : في هذه الحالة يمكن استخدام البند 1 أو 2 لإجراء الحساب. 
مثال: 

احسب التكامل التالي : عد4 عد ”منود ”5م0» ]. 

الحل: 

باستخدام القاعدة السابقة نحصل على: 

0 “ومعن1 05ت | دعر ند لصلو1 7و0 | 
د 7 عد 605 1 5117 "د *منه- )] - 

نفرض أن دمأو 2 وبتفاضل الطرفين تنحصل على: :ذه د05 - ريل 

بالتعويض نحصل على: 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


ل ( تسج تسيه- )| ديه امإ“ ضيه - )| - :4 مات -  )‏ 
أ 


0 + 7ن + 7و2 د - 
4 


206 4ه 
1 51127 م . 01خ 512 
در ” ماود -- 
3 4 


4- إذا كان 7و 772 زوجيان عندها نستخدم قوانين ضعف الزاوية لإعادة التكامل إلى شكل 


4 








متخ د دوز )3 و ك1 يوون 2 و 1 2205 أو 2 21 ملو (1 


مثال: 

احسب التكامل التالي : عد عد 57م + ”هلو ]. 
الحل: 

باستخدام القاعدة السابقة نحصل على: 


1 - 005 23 11+ 005 3: 


0 1 | حدهم ذومه م ملو | 


0 )2 95 + )م2 5 - 0 بت 


ع0 )22 7م -)]- 
عدن 23 ا 3 


اد 
2 4 


44 4م | -. - 
لد م4 ماد 1 بح ا 5-0 
32 8 4 85 8 
كانياً: إذا كان لدينا التكامل: اه عد ”ع256 ” مما | نميز الحالات التالية: 
1 - إذا كان 7فردياً: نترك واحد من 1808 و واحده من 56 ونحول الباقي إلى 560 باستخدام 


العلاقة 1 -2 ”عه6و -2 7مة: وبعدها نفرض بدعه؟ -,:. 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


مثال: 
احسب التكامل التالي : ده عدتععود “هما ]. 
الحل: 
باستخدام القاعدة السابقة نحصل على: 
د 4 2 1560 مهاد “عع5و2 “هه | دده د “ععود لهم | 
عد 4ه لد 156 لتقا عر “هو (1 1 7 ] - 
نفرض أن 2-5602 وبتفاضل الطرفين نحصل على: مك ندءءوتد مها - ررك 
بالتعويض نحصل على: 
6 عد رار “ل تم | 
5 7 


7 5 
500 232 500 


7 9 


م 


2- إذا كان ##زوجي: نترك اثنان مندء86+ “560 ونحول الباقي إلى 5هامن خلال 

العلاقة + ” هه) +1 -+ * عء5 ونستخدم التحويل + هما - ». 
مثال: 

احسب التكامل التالي ف ده عر أععو1 “مها ]. 
الحل: 
باستخدام القاعدة السابقة نحصل على: 

عد 4 د 1187 16057 0 درك عر تععور “ععو1 “هذا ٍ 
نفرض أن 3طة)-2 وبتفاضل الطرفين نحصل على: 42 عد 566 يرك 
عدها رصبي التكائك على الفكل' الخال 
4 د )| - 4 (#معات] 


3 5 


5 3 
1 “مم عد أطها 
0+ - 
5 3 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


3- إذا كان #فردياً و2 زوجياً عندها يمكن استخدام أي من البندين 1 أو 2 لإيجاد 
التكامل. 


لفت 131 كانت ووتحنا و د نوق حتدها :كل تكاواع سوفه مدل مويق تفلف ول بوه 


قاعدة عامة. 


مثال: 
5 . 
احسب التكامل التالي : 4 +2 | . 
١1‏ 6005-1 
الحل: 
باستخدام القواعد السابقة نحصل على: 
له ع سس 05 ل له صرق 0 ٌ 


د07 


32و05 1 دىي00 ةدوم 


نفرض أن 72-053 وبتفاضل الطرفين نحصل على: نه عدطذو- ديل 
عندها يضح التكامل على الخنكل' التالي: 


7 الس لكا يور مدا و عم 


3 
44 0 ةدوم 


ع0 ع0 
57 1 2 ا 6 
2 1 23 1 
0) دير و0 - د ]| 21 دعر أع6و لد 
2 2 
مثال: 
احسب التكامل التالي : د27 عر أعهو2 “مها ]. 
الحل: 
باستخدام القواعد السابقة نحصل على: 
عد 3 156 لقا2 أعهو1 “هذا | دده عر كعمو “مها | 
د 5631 11311 تعمد [1-مر 1 - 
نفرض أن ننعه2-56 وبتفاضل الطرفين نحصل على: تعد :تطقاتلءء؟ يرل 
عندها يصبح التكامل على الشكل التالي: 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


/7 مزاج ضه- “)| 4 م م 
ل (ض+ قمية- من)] - 


8 6 4 
7 21 7 


4 6 8 
لد أع56 1م256 دأععة _ 


- + + 6 
8 6 4 


مثال: 
احسب التكامل التالي عد 4 ند 10087 “كلو ]؟ 
الحل: 
باستخدام القواعد السابقة نحصل على: 
“2 “طذو)ط ماو ح نه “مذو ملو < نز "زو 
27 2وم» -12)1 ملو - 

نفرض 0051 - 4 بتعويض في التكامل نحصل على : 

7 62 27 -1 | -يد 4 د 20052 “زو | 

4 تير كير + “مرة - 1 | 2 


7 5 3 
وو ايد ديب برق (؟ن- ث2 - )| 


دكؤم 12> وم26 #رأومه _ 


86 
3 5 7 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


التكامل بالنجريء 2115م [6 102165120602 
من قانون تفاضل حاصل ضرب دالتين نجد: 017 /ة + رةه ما ح (نامة) آل 
بتكامل الطرفين نحصل على العلاقة : 4ل | + مل لوم | دنس 
ومنها نحصل على قانون التكامل بالتجزيء: 


00 ]سمدم هه | 








وبهذه الطريقة نكون قد انتقلنا من حساب التكامل «4 / ] إلى حساب التكامل 4ه | 
الذي يكون عادة اقل صعوبة من الأول إذا أحسنا اختيار # و «# . 

وطريقة استخدام هذه القاعدة موضحة في الأمثلة الآتية: 
مثال: 

نفرض أننا نريد حساب :د هذه | لكن لا يمكن حسابه مباشرة لأنه لا ينطبق عليه 
أي من قوانين التكامل المباشرة ولذلك سنحسب هذا التكامل بطريقة التكامل بالتجزيء. 
ولنفرض عده د ج عردر 

1 5- ح رزج نرق هللآو ح مل 


1 0 3 05© | +ند ومعند- حير ند لود ٍ 


ع عدي طاو +121 3005- - 


مثال: 
احسب ما يلي د كوي 7 


الحل: 
نلاحظ:أننا لا نستطيع إيجاد تكامل هذه الدالة مباشرة فنحاول حسابه باستعمال التكامل 
بالتجزيء. 


لنفرض أن بدك -4 جد بردر 


2 
كر جد بز قو نز عر قل 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


ومنه فإن دل ا ]م ديرم 1 
ولكن: التكامل 6 ليس من التكاملات التي يمكن أن نستخدم فيها احد قوانين 
التكامل المباشر وذلك بسبب اختيار 2,4 اختيار خاطئا أو غير موفقء إذا نحاول إيجاد 
اختيار أخر نفرضه ل «# ,” 
ولنأخذ عد# رض جد بردرعر و “محر جد برق تم ديرق 
نطبق القانون : 42 | 

ومنه ع +(1-ير) محم دام د أمير حير قل كع | - مم برديرك هع | 


إذا الاختيار الذي ثم في المثال صحيح. 


مثال: 
اوجد تكامل 01 12 1 
الحل: 
نلاحظ أننا لم نأخذ أي قاعدة تكامل تحسب ».ها | 
ففي هذا المثال يمكن حساب التكامل باستعمال طريقة التعويض المذكورة سابقاً وبأخذ 





دما دع 
وبالتالي مده - 48 جه بردتت ج مادج 
لدينا ج27 2م -ث©ءن جا اك 

042 


ومنه ح 7 تم دير قن 
إذا التكامل السابق يصبح 42 266 | - 2466 | دده مهما | 
كدي 'المكال الستادق + 
ع + (1-حج) تم جح ج أ 2 
وبالتالي فإن 2+ (1-ند ها)م دع + (1- دمل "2 دعر 4 ندها | 
ويمكن حسابه مباشرة باستعمال التكامل بالتجزيء 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


1 و تر جح تد ماده 
ولناخذ 3 
ردير جد يرق م ررق 


ولنطبق قانون التكامل بالتجزيء: 1ك« ]| 


فيكون لدينا: 
00 ] -ند هاعد سيرك دير | سدماع دير دما [ 
2 
© + (2-1 مامد دع دير ير مار - 
مثال: 
اوجد تكامل عدن د مله ]. 
الحل: 


لنفرض ما يلي : 
د 0 1 205 ع ةن جه 111 دز 


1 05 - د رزج ننه ةلاد ع مر قن 
وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء »ا حسم دم هه | يكون لدينا : 
دك 2 0057© | +ند ومع مزه- حبر رنصلة | 
دخمذو - 2-1 تومن جد 1دي تومن در “رزو 
د 0 د 5117 | -يد4 ] +ند ومع صله- دمر 4 ير “منة-1) | دومع ملة- حبر 4 يثملة | 
د عد “للزة | ديد ديد ومعيد مله - حبر ند “مله | جج 
ح لديز لديز 1005 جلأو - ح يز 7 1 51107 | جعد عد مله ٍ ج 


ح لديز لديز و0جم1 لذو - ع يز 7 نر “لذو |2 جح 


1 . 1 1 . 1 0 
م دير سد دي 2 وأو داعم لير س لديل و1100 أو -- د ير م نه 5117 ٍ 
2 4 2 2 


- هناك طريقة ثانية لحل هذا المثال من خلال استخدام صيغة ضعف الزاوية: 


دير 557 وبالتالي يكون لدينا: 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


1- 205 2: 


دل 0 | حدمعامة | 
و شنم - 2 - 
ع 22 هلة _ 2 ل 
7 2 


وهي النتيجة ذاتها التي حصلنا عليها بطريقة التكامل بالتجزيء. 


ملاحظة: 

كما هو واضح أن طريقة التكامل بالتجزئة تنقلنا من حساب تكامل صعب إلى تكامل 
ابسط لكن هذا يتوقف بصورة أدق عن اختيار :4 , #لذلك سنقدم بعض حالات الاختيار 
المناسبء حالات اختيار « ,#. 
الحالة الأولى: 

إذا كان التكامل من الشكل -د2 05 7 


نفرض ع2 ار ديو 7 جد لردر 


2/2 1 425, ٠. 
ونفرض “م د حبر جد يرق كم حدر ل‎ 
2 


مثال: 
احسب ما يلي : عدكه 2 د | . 
الحل: 
لنفرض ما يلي : 
دل 21 دول جد ثردرو 
“م دمر جد ترق كم د برق 
وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء »ا | حسم دم هه | يكون لدينا : 
44 “صد2 | - “مشر ديرك 6 ا 
ولكن وجدنا في المثال السابق أن © +(1-غعر) "ديرن “مير | وبالتالي يكون لدينا: 
0( اءك ت شير دير 7 تم شير ٍ 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


الحالة الثانية: 
إذا كان التكامل من الشكل عد4نده ومه ”د ] أو من الشكل تدك ده صن د | 
نفرض عد 2 الث در 27 اجا اردور 


ونفرض للشكل الأول د جح ند لك ن1 0 005 حمر 
0 


ونفرض للشكل الثاني هوم دن جه 1ن 7د 00 أو ح مر 
مثال: 
احسب التكامل عد تند وم ند ]. 
الحل: 
دك د20 جح تبزردة 


ح رز جه 2ن أن 2051 - رز قل 
وحسب قانون التكامل بالتجزيء فإن : 


نفرض أن : 


1 7 1 5111 | - سلود دير 051 1د ٍ 


ع عديز و0 د12 طلأو1 - 


الحالة الثالثة: 
إذا كان التكامل من الشكل عد»ه مدهل د | 


فى هذه الحالة نفرض ور جه 12م[ -ىله ونفرض 
6 7 
مثال: 





7+1 


احسب التكامل : 184 ]+ 
الحل: 


نفرض تر ج بماد ده ولنفرض م جد يرق ثير د ررقي 
1 


وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء فإن : 


3 3 
07 2 1 11 دع ع ذا ا 
:1 3 3 
و "1 شير تر 1 ير 
ع دير 11 دم لست 11 
3 3 3 3 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


الحالة الرابعة: 
إذا كان لدينا التكامل من الشكل د 7 3 () لكلو تق ٍ أو من الشكل عر عز وا ومع كقح | 


نفرض ندل “هن در 27 جد كم ددر 


ونفرض للشكل الأول وو لدت جه ند لد 00 اد ح نر 7 
0 


ونفرض للشكل الثاني ده طامط دن جه مزق :1 2050 - نز 7 
مثال: 
احسب التكامل عد/ه 21 مزو '*© | . 
الحل: 
نفرض أن: 
دك“ 3 د و7 جد “مدر 

نوم دم جه ده 23 طاو ح رقن 

وبالتالي فإن : 
د لك :22 و0 “ذى | كد “مدوم ط- دن 21:4 مل | -/ 


3 


6 و‎ 3 ١ 
نضع 7 + أ هويروم حم‎ 
2 2 





نحسب الآن تدك “أ تومه | - ,7 ونحسب مرة أخرى التكامل بالتجزيء 
نفرض أن 

رك “م 3 دروي جد “مدر 

ل جه بدك 21 205 حمر أن 
2 
2 7 3 ور .1 5 

ومنه فإن : مده :21 مزو “ذى - 21:6 صلقس - بر 4 أ ندومه | - 14 
نرجع ونعوض في التكامل الأصلي / 


1 
د 7 226 وزو “ذي | 2 خم برو وزو + "تم بر ووه - دير نر 2 جرزة د | -/ 
4 4 2 


1 
ا تج حير 2 وزو “ذى ] ل جد4 م 2 ونه ]| ج 
4 2 4 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 
1 1 1 
ا “لج حير 7 عر 2 وزو “ذي َك 
4 2 4 
500 لي م 1 ]| وت 
4 2 13 
إذا التكامل المطلوب حسابه يعطى بما يلي: 


( :22 مذو 3 جع ومه 2 -) 


31 
ع عر عن 2 وزو “قى آٍ 
13 





مثال: 
احسب التكامل عد 4 (212)ملة د | . 
الحل: 
نفرض أن ده 01-22 جا ترد رو 
ونفرض أن )وم لدم جه عر 4 (2د2)منور درق 
وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على : 
دك (تته)كمعم | 2+ (212)دمه مرك درك (تدم)صله قل 


6 + )ماف + (2ير2)وم0 رك - 
مثال: 
احسب التكامل: د كلد طهاند عهه. | : 
الحل: 
نفرض أن دك ,0 جد عردر 
ونفرض أن 1 ع6 - مر جه 31 نا وان عهو - نر أن 
وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على : 
د د 566 | لد عمويد دب د #ند طهائد عو | 


© + | د مها + د عع؟ د عهوج - 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 





أمثلة محلولة 


احسب التكاملات التالية: 
1( تدك دوو | : 
الحل: 
لدينا يدك يدومع وم | حده غدوم | 
تفرك أن دل دمأاة- دون ج- 0051 - 1 
تكسن أن 3 - مز جح دك :0051 عم 4 
وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على: 
عد 7 د - للد | جند ومع صلة د بد 2 ثيه ومه | 
عد 4 2 ة ومع - 1) | + و60 مله - 
ومنه فإن د 4 2 0857© | -يد 4 | جمد ومعمد صل دمر ك شد ومه | 
م لديز يز 1009 ملأو ع عر 7 ع * ومح ]2 وت 


1 . 1 88 1 9 
م + ل لير 2 وأو دادم + ل دير و0ن 12 للو ح - نز أ عد 5ه | ج 
2 4 2 2 


يمكن حل هذا المثال بطريقة ثانية من خلال صيغة ضعف الزاوية 


1+5 هم 
أ دير ثوم» 





- 


ونحصل على النتيجة ذاتها. 


0 مدق (3 خندكها | . 
الحل: 
رركن أ ور ب دور . عم الوق اده 
3 +51 


ونفرض أن دمر جد ندل برل 
سنب قاتورق التقابل والكمريء بكرن لدينا 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 





برو كحتلق3 | - رومرهمزر سيرم كت ] -(جبرمملد -برك (قجد6ها ]| 
5113 51-3 
007 زلور م1 بوب (61+3)طائد درق 3 ]ده | -(2 مار - 
5 3-+514 


ع جر - (51-3)م]1 لم - 


0 ا" 

الحل: 
فرعتن د د #كعره جا اردع 

ونفرض أن مدر جد عر تم ح ررق 

وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على : 


+ لمم )سمط دم + 2-7 امير ا دير 7 ادي | 0 5 حديد 4 نس 
3 3 9 3 2 


4 مدق 4 +نداحد | . 
الحل: 


تفركن أىْ د دنة ل جه برزدزة 


3 1 
ونفرض أن 47س در جه برق 4(2 دير) ررقن 


وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على : 


5 


3 3 3 
+ 41 + (4 + سعد 4 42 جير) ]- «(4 جد برل 4 جعدامد | 


5( وار 
الحل: 
نفرض أن د 4 -4 اج ردير 


ونفرض أن “ام 1 دن جد عرق تذاح حبر[ 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على: 


6( دل كتج عد . 


الحل: 
بفرض أن دك “صخر درر4 , برد منها يكون لدينا 
دم #2 شرة دول 
0 3 1 1 2 
دك مر أ|- حيلف 6 د 
1 با ص ا اك 
3 3 
7( بدك خم تر . 
الحل: 


نفرض أن د 214 د27 جد ثردرور 


ونفرض أن “مدر جد ترق امدعدرق 
وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على : 
0 |2- تمر ديرك خم د 
لنحسب الآن .4 '6:.] ونستعمل مرة أخرى التكامل بالتجزئة 
ولنأخذ عد 4# دن جد ترد رن و أم حر جد برقل “م درل 
نطبق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على : 
ع + كه ([سير) حم + ام أوير ديرق أق | -ممدحيره مد 


نعوض في حساب التكامل المطلوب فنحصل على الناتج 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


ع + تن (1[ سير )2 توثير دير 7 تم د 


ع + ثم (2 دير - ثشر) - 


07 
8 لتكت 1 
١‏ رو +4 ! 


الحل: 
نفرض أن : 0 -ء نفاضل الطرفين و نحصل على 76 4-0 
منها نعوض في التكامل لنحصل على: 


0أ لاح 40 0 
6 ص4 -4 37 ] 0 
6 مما - 9 + 4ك 
3 
0 56ع6ه6و 


د _ 
06 مم4 +4 1273 
©+0-- 40 ]- 
0 
9 عه د تزه ]. 
الحل: 
باستخدام خواص ضعف الزاوية نجد أن : 
44 د مله "[د 2 مته) | - بره د ”مذو آٍ 
ع0 دمل 2 ومه - )| - 
عاد لوج “ وم جع 2 ومه 2 -1) | - 
نفرض 1 205 - 1 فيكون2 1مأو- -/4 وبالتعويض نجد : 
4 ( “سه تمه - ) |- -عه 1 ”مله ٍ 


و 1 و 2 
1 1 
5 3 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


)0 عه عر أعهو2 مها ]2 
الحل: 
ننه عد “عمويد “عمو "هما | د عه بد أعهوم :هما | 
عه د عمو( جم 2 مم)م * مم | - 
نفرض 2 مها - 1 فيكون 2 + 4/560 وبالتعويض نجد : 
7 (1+ )”| دعه عد أعهةو1 © هما ٍ 
الله (©#+ “)| - 


1 
باو د قر 1د 
3 5 


وى ط! ريه 
 2+-- 1932: 2+6‏ طهةا- - 
3 5 


11) عه دك طنوة 57م آٍ ١‏ 
الحل: 
نفرض 51 مأو - :1 فيكون 2 04/551051 وبالتعويض نجد : 


نه (د5 هنو 5 حابر 3 ومن [2-- هه 15123 205 آٍ 





ع دير5 53077 
20 


نفرض 3+1 -: فيكون2 4-3 وبالتعويض نجد : 
5 1 4 1 4 
6+ 00 - اكه 1 5 - عه *(1 + مدة) أ 


86+ 26+10 حٍ 





407 








الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


03 ده م تر| . 
الحل: 
نكامل بالتجزيء فارضين أن: 
نفرض أن عد -:27 ج يردن ونفرض أن عد مما عبر جد عرقل ير ذععو د برقل 
وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على : 
ذه د صما | -ند مفاعد عد 4 "6 6 


مل د 65م[ + ةا - 


204 21 مواد ممم | ا 


الحل: 

نكامل بالتجزيء فارضين أن: 

نفرض أن د د20 جه تبردرز 
ونفرض أن 1 960 < م1 ج- 11 هق 11810 560 ح مز 7 


وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على : 
0 ماع56 | - يز معوز حم 1 11911 عم | 


6+ د صما دير عه م[ دير عه6و2 - 


: 7 5111031 )]15 


الحل: 

نكامل بالتجزيء فارضين أن: 

نفرض أن دك ترددول جا تردرعر 
ونفرض أن 051 - - رز جه 21 هد ملأو ع من 


وبتطبيق قانون التكامل بالتجزيء نحصل على : 
عر عدوم د |3 +ندومه قرب ح عر رز وزو سم 


نتابع حساب التكامل الحاصل بالتجزيء التكامل متك عدوم 2د آٍ فنحصل على ناتج التكامل. 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 
التكامل باستخدام الكسور الجزنية 67 1720100عع121 1005ع112 انط 


تمهيد: 


تسمى الدالة 2 مم بدالة كسرية إذا كانت )م , )كر كثيرتي حدود في +. 
200 


مثال: 
1 (اجبعر ‏ 1بج2- 2 ]ير : 
الدو ال التالبة: ١‏ 1 5 دوال كسرية. 
وال > ضكر ' [دثر م ١‏ بن دوال كسري 
0ت 1 ٠.‏ 
ينما الدوان سسا ا اد ولا ار 
28 28 528 


إذا كانت درجة (د)/ر اقل من درجة )م فإن 72) تسمى كسرا حقيقيا. 
يمكن التعبير عن كسر غير حقيقي بمجموع كثيرة حدود وكسر حقيقي مثل: 
1-1 1[ ثر 
ا 
1+ نر 1+ 1 
ويمكن التعبير عن كل كسر حقيقي بمجموع كسور بسيطة (كسور جزثية) من الشكل: 


لحلتس م لش سح ,سيف أذ اسروك ترون غين كيل تكفا إن لسن له 
(م دمر (0 جعرم + اري) 





جذورا حقيقية. 

وسنقتصر دراستنا على الكسور التي يمكن كتابتها بمجموع كسور بسيطة (كسور 
جزئية) وسنتطرق إلى الحالات التالية: 
الحالة الأولى: 

لداكانفة زفي ور كنير ات حدود في "«ويمكن كذابة ()ع: في الصورة 





(7 + م( دم )زوم +د)(7 +2) - جد)ع 
حيث أن 
7ع حو اجو عو و كذ ور عو ر/ 
وذا كانت 7-7 قون] حووا وان ين ركع في الضول 3 
6 ا ع -#» 3 ب 7 
حيث أن برك , ...و وك , يك , ,4 ثوابت يجب تعيينها. 
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الدوال الأصلية والتكامل 





الفصل السادس 
مثال: 
2 5 21-1 'كة 
فرق الكسر التالي 0 إلى مجموع كسوره جزئية. 
الحل: 
نفرض أن الثابتين يك , ب يحققان ما يلي : 
1 12 م 1 2 ع حيث ,ك4 , ,4 ثوابت يجب تعيينها 
2م 2حمر «2+ن)«2 حجر) 4د شر 


نوحد المقامات فيصبح لدينا: 
(2-ئة) يك + (2 +22) ربكل _ 21+1 
4 مر 4 مر 


(2 -ئ2) يلم + (2 +ئنز) بل - 1 +21 
هذه المعادلة صحيحة من اجل كل عدد 3 : 


نأخذ 2--5 فنحصل على (2-2-),4 +(2 +2-)4 -1+(2-)2 


ومنه اا + مم 4 -3 
نأخذ 2 -2 فنحصل على (4,)2-2 + (2 +4,)2 -1+ (2)2 
ومنه 1 جه كل 4 - د 


4 


نعوض يك , ,كل في المعادلة )(1) فيصبح لدينا: 
10-1 5ن الوه 
2+ 2ر4 4-ار 


مثال: 





اوجد التكامل 7ك ]. 
1-4 
الحل: 
نلاحظ : انه لا يمكننا استخدام احد قوانين التكامل مباشرة ولكن من المثال السابق لدينا : 
1 ع 1 _22+1_5 
2+ 22ر4 +4ساثتر 
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الدوال الأصلية والتكامل 


الفصل السادس 
1_ م3 1 ع5 2+1 
22 5 8 0 ع 
إذا »+ | 2 جه | ملدّع| 2-م | مزة - 
+[|* (دجم ))||؟ (-م ]مدع - 
© + |ة (2 جم )|” (2 -ع) |1 - 
الحالة الأولى: 


إذا كانت (1)م , (3)/ كثيرات حدود في + ويمكن كتابة (3)م في الصورة: 


"م +ن) - ود)م حيث أن 77 ©/ 


واكانت لد ” - )م كسرا حقيقيا فإنه يمكن وضعه في الصورة : 





4 درك م 1 + ع كا 
”م بر) !”م جبير) 7م دير) +عر) 2 تداع 
8 0 
مثال: 
فرق الكسر إلى كسوره الجزئية. 
- 0 
الحل: 
نفرض أن الثوابت ,4 , ي4 , 4 تحقق ما يلي : 
د الدع ا يو دبي لت يوق انوي تر رار انق ينمه وكيا 


(1جج) 1[2+س) [إجير "“([1جج) 
نوحد المقامات فيصبح لدينا. 
يل + (اجمر) يق + *(2+1) كل _ 2-ير 
17 +م) 10 +م) 

نضرب طرفي المعادلة في *(2+1) فنحصل على: 

يلم + ([جير) يا + “(1جمر) م - 2 ستر 
هذه المعادلة صحيحة من اجل كل عدد د 
نأخذ 1- -2 فنحصل على ,4 +1-2-0+0- ومنه 3-- يك 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


نأخذ 0-م فنحصل على : بك + يك + ,4 -2- 
ومنه -4-1 جه 4-3 + -2- 
نأخذ 2-1 فنحصل على: بك + 2(2) يكل + 2(7) ,4 - 1-2 
ومنه فإن 3-(4 -)2 + ,4 -1- ج- 3- ر4م4+ 44 - 1- 
0- ىم ج 1+1-0--24 ج 1-44+2-24-3- جه 
وبالتالي فإن: 1ح يله ج- ,0-1-4 


نعوض بك , يك , بل في المعادلة (2) فيصبح لدينا: 
3 1 .-_ 2ح 








ع - ح زد 
“[جج) “([سج) “([اجير) 0/ 
مثال: 
اوج العامل يرق تتم . 
(2+1) 
الحل: 
نلاحظ أنه لا يمكننا استخدام احد قوانين التكامل مباشرة ولكن من المثال السابق لدينا: 
3 7 1 5 عر 
7سير) 1(2جج) 1[7سجي) 
0 0 ]41-3 ا | حد كلفد ٍ 
5 (2+1) (2+1) 3آ ير 
+12 ++ “2+1(7)- دع 
ملاحظة: 
يمكن استعمال الحالتين في آن واحد كما هو موضح في المثال التالي: 
مثال: 
فرق الكسر _ 1!-*3__ إلى كسوره الجزئية. 
1228-1 -ج) 
الحل: 
لدينا 31-1 31-1 5 31-1 


1# دع)ز سو" لعج زس)ز1 عن زاعني) 2 ردن 
نفرض أن بك , يك , 4 تحقق ما يلي: 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


يلم شن قن _خاجرة 
17 ن) ([سير) [إجير 2-1[(2ر)([جر) 
نلاحظ : أننا استعملنا الحالتين الأولى والثانية معا 


)3( 2 حيث بك , يك , بل ثوابت يجب تعيينها 


نوحد المقامات فيصبح لدينا : 
(2+1)يك + (2-1)(ا1 +2 )يك + :(2-1)رك  _‏ 31-1 
(1()2-1- تر) (1-س)(1- تي) 


نضرب طرفي المعادلة في (1()1-1- 17) فيكون لدينا: 
(1+عر) بل + (1-ئز)(1 +عد) يك + 2-1(2ز) ل 3-1 
هذه المعادلة صحيحة من أجل كل عدد :ر: 
نأخذ 1-م. فنحصل على (4,)1+1 + (1()1-1+]) يك + 1-1(2) ,4 -1- (301 
ومنه 1- ,4 ج بإم2-2 
نأخذ 1--# فنحصل على 
(1+1-)بكل + (1-1-)(1 + 1-) يك + *(1-1-) بل - 1- (1-)3 
ومنه 1-- م جلا م4-4- 
نأخذ 0 >5 فنحصل على (4,)0+1 + (1()0-1+ 0) يك + 1(2- 0) بل -1- (300 
ومنه فإن 1-1 يك + بل - يلىء ج- بك + يكل - 4 -1- 
نعوض ,ك4 , يك , 4 في المعادلة (3) فيصبح لدينا : 


11 م ك1 1 31-1 


7-ج) ([سبر) [جعر 2+1()2-1(2) 


مثال: 
اوجد التكامل رم 32-1 _ ]. 
(1-عر) :(1-يعر) 
الحل: 
نلاحظ : أننا نحتاج إلى تفريق الكسر 35-1 -_- ومن المثال السابق لدينا 
(1-ه) 12 -م) 
1 1 1 32-1 


#ريصي ‏ زلدون لس * #رابي رسيم 
اذا: 


م0 0 | ده عطااه | +تدك ع | ده ك1 ]| 
(1[حير) ([حير) 1[ جدير (1-ئ2ر)ر1جر) 


آذ سس يبي 

















الدوال الأصلية والتكامل 





الفصل السادس 
اك 
عه “سس | اسم | ملع اعد إما عدم لقت | 
(1-س) زجي 
1-ير 
+ لاح إن[- 
1-مر |1إجير 
مثال: 


اوجد التكامل التالي خسرل 2212-8 - ثيرو ثيرد5 1 


رك د ثعر 
الحل: 
واضح إن الدالة مستمرة على الفترة [2,2-,7-10/ باستخدام الطرق السابقة تكون لدينا 

2 3 
يقنة التفريق الكالية: 3 5 4 1 _ 2421-8 - 9 + عرد 
2-2 1+2 1 دك- ثير 
وبذلك يكون التكامل على الشكل التالي: 
سسد)| 


4 د + 4 +5+2)]-.4 7 
2 2ن يلق يرك - ير 


0+ 2 د |ورل3 + 2 +عدابرش4 + 2 +ير5 - 
© +[ “2 حج) *(2 جع)ضراررر جرد - 


مثال: 
اوح التكامل التالي قاد جين .ليدم 
5 3 “2 )1 +م) ! 


الحل: 
واضح إن الدالة مستمرة على الفترة (1-,7-1-2 باستخدام الطرق السابقة تكون لدينا 


صيغة التفريق التالية: 
1 1 01 1 


“(2+م) 22 1[جير 0 “(2 )1 جم) 
وبذلك يكون التكامل على الشكل التالي: 
3 1 1 
4 0 
7 3 0م ادير 


- ا 
1 0 


0 + 1 + |2 +عد ابرط - 1 +عراورط - 


2 دير 
م 1ه 1 98 
2+ 2 دير 


33331111 211ظت7تظظ2525222أأييي 70 7 ير 21111113 
44 












































الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


النظرية الأساسية لحساب التكامل المحدود : داع معط [2)معستدعصناط 


5 


تعريف: 
ليكن 1 مجالاً غير خال من 2. ولكن #ج/:ير دالة مستمرة على 1 حيث [4,5]|-7 عندئذ 
نسمى العدد (2)/ -(7”)5 التكامل المحدود من وثم للدالةك#رء ونرمز إليه بالرمزوري 005 أو 


35 0 
44 0/ | أي ان: )7 - (م)م - ب هام دده قار آ حيث / دالة اصلية للدالة “ر. 


44 


5 


تعريف : 
ليكن[,4] مجالاً مغلقاً غير خال من 8. وليكن / دالة مستمرة من 4.01 ])/ » 
ولتكن ل 0 0 وو ب وناو ...وو 4 ر1) - 6 تقسيم للمجال [2,5] 


7711-1 


عندئذ نرمزر بالرمز (وكر)ى إلي المقدار (3)/رل - ببعك)(< -(ه/راى ونسمى (6/راى 


2 
مجموع ريمان «هدصه21 للدالة”ر وفقاً للتقسيم الموضح في 5 فالمجموع(ج,/ر)ى يمثل 
المجموع الجبري لمساحات المستطيلات التي أبعادها (ية)ك/ر<(,/- بم/). 
ولما كان واضحاً أن مجموع ريمان(5,/)ى يقترب في حالة كون الدالة“ر مستمرة» من 
المساحة الجبرية للسطح المحصور بين منحني الدالة ”مر والمحور + والمستقيمين 1-4 
و/-2 عندما تصغر المساحة في الفترات[ ,,4,,#] صغراً متناهياً أي يقترب إلي الصفر 
منها نستنتج أن التكاملد4 هر ] يعبر عن المساحة المحصورة بين منحنى الدالة /ر 


والمحور + والمستقيمين © -3 و 7/-2 . كما موضح في الشكل التالي: 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


لتكن الدالة ()/ر دالة مستمرة على المجال [2,5] ولتكن ) تكاملا 
غير محدود للدالة )كر فإن التكامل المحدود يعطى بما يلي: 


)5- هم" دي هم حمه ضا/ | 








مثال: 
اخيش التكامقة النالع. 7 1 


الحل: 





مثال: 


3 
احسب التكامل التالي مده (1+م4- تم) | . 
0 





الحل: 
3 2 3 
+ يدك عه 7 لجيه ض) [ 
0 2 0 
2 4 
و-2 -وبوز 81 ماق 43 3 ]| 
4 4 2 4 
مثال: 


2 
أوجد ناتج التكامل التالي: ده (2+10ك+ + 86 | 
2 
الحل: 
واضح أن الدالة كثيرة حدود فإن تكاملها يكون على النحو التالي: 


2 
دقل 5 ١‏ 4-1 (10جعك+ قرب كر) ا 





7 22 4 5 47 
مو 3202 64 20 +22 4 ]| - 
622 4 5 22 4 5 
0- 


333111111111 2211111ظتظتظتظ7تظت7؟ظئ©؟ش©بلأأييي7070 7 يي 33 
416 


























الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


احسب التكامل التالي: 6 56م 


8إندجممعهن 


الحل: 


8إندجممعون 


1 - 0 مله - 2 هله - م 0 مذو - 26 6 وم 


خواص التكامل المعدود : 121ع12]6 عالمتاء<آ 01 دعنااعم0ط 


2 
1. ممه دروء ٍ حيث ©0,7,2 ثوابت. 


2 ده هام | 
3. إذا كانت (د)/ قابلة للتكامل في الفترة [5.>] من > إلى 8.وكان. 6 كايتا حفيفيا فاك 
ضالكره قابلة للتكامل في هذه الفترة كذلك والتكامل هو 


مد 2 (ند) كر 05 (مد) كرا 6 ا 


4. إذا كان )م , )كر دالتين قابلتين للتكامل في الفترة من > إلى 2 فإن : 
)م + ض)مر , )م - (د) دوال قابلة للتكامل في نفس الفترة إذا : 
عد 4 (د) م خهه ضام | -مه [ قمع أ إٍ 


5. إذا كان />2 >4 وكانت الدالة (د)/ر قابلة للتكامل في الفترة [5,>] فإن : 


4 


يكل جل دعر ك ودار ] جه ضار ]ا عدوصم | 








الخ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


6. إذا كان (3)م < (3)/. لجميع قيم 1. في النطاق [2,5] فإن : 
دك تداع 5 دك قداار ا 
مثال: 
احسب التكامل التالي رم 5]. 
0 : 
6ك رقت اتاد يووة | 
5 0 
أوجد التكامل الآتي عرب 62 | 
0 : 
5 - (10+ 16-) - (15- 54) - | يرك- ثيه - 14 ركدضيم )| 
2 
مثال: 


2 
أوجد التكامل التالي: ده *(1-م ) | 
1- 


2 2 
ده (1+ ثر2 + كير) | - ده 171 تير 1 
1- 1 





2 
4 | د ممه شا) - اوت 
14 2 7 7 2 7 
مثال: 
2 
احسب التكامل التالي د4 | | | ٠‏ 
1- 
الحل: 
0 <عد 17 و 
: -| | 
0 > 17 - 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 
ومنه فإن : 


2 0 2 
ند |+عد 4 ع- ااا 
0 1- 1- 


2 0 
2 2 
لل - 


2 


5 1 
00 





2 








1 


مثال: 


أوجد ناتج التكامل التالي: عد0 عر “عءهءو “صما 


28[ يجممسعوون 


لد ات نمه - | "مم كر 
2 4 0ن 


مثال: 
1 
أوجد ناتج التكامل التالي: مده (1-مدة) 2+3 2- دة ١/‏ | . 
1- 

الحل: 


8 مون 





1 
د لهاس دنر ك4 تر أ عمقت "لقا 


1 
لإيجاد ع4 (1-مرة) 3+ير2- شز3 اء ٍ نستخدم التعويض 22+3 - ثرة3 -, 
1- 
فنحصل على #7 (2 -62) - 2# ومنه يكون لدينا: 
3 3 
دك (1-عرة) 3جير2- شدة / | 3(2+:2 فرق + - ت, ب 


1 





3 1 
2م21 ترق -..4 (32-1) 3+ج2ر2-ثيرة د 
1- 


-1 


3 3 
الل -6 | - 


50 50 


20-202 - لكا -6 ل - 
مثال: 


1 
أوجد ناتج التكامل التالي:: ده (42-12 + :2)] . 
- 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 





الحل: 
1 1 
[12- 0 2 0 (42-12+ 2 | 
17 2 4 5 
2-0 ! 3 ! ع6 12 - 
4-2 2 4 
مثال: 
3 5 اك 
أوجد الخطأ فيما يلي : ده 0 
1- 
الحل: 
3 3 
أعورة امك العفو 
3 3 1 7 





ذا ارات بشفنتج ارقو ا 1 اله نه سالك لكف الذائة المكائلة ب ضكر 
موجبة دوماً وهذا يناقض الخاصة القائلة أن تكامل الدالة الموجبة في أي مجال يعطي قيمة 
موجبة فما الخطأ. 
إن الخطأ يكمن في إننا لا يمكن أن نطبق النظرية الأساسية للتكامل المحدود في المجال 
لا تكون (د)”ر مستمرة فيه وإذا لاحظنا أن [1,3-]>0 وأن (1)/ غير مستمرة عند 
0-+ نعرف الخطأ المرتكب. 
في نهاية هذه الفقرة نورد: 
أهم الخصائص الأساسية للتكامل المحدود: 
1. إذا كان (مر)/ردالة مستمرة في الفترة[2,>]وكانت />د>ه فإن ل 0/ر ]| - ضام دالة 
مستمرة أيضا. 


2. إذا كان )/ دالة مستمرة في الفترة [4,5] فإن 0 - به (0)/ ] 


3. إذا كانت )م < زد)كر في الفترة [2,7] فإن ,بن 0)م | < 0 ]1 
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4. إذا كان تدر دالة مستمرة في الفترة [2.ه] فإن 4 ضام |- به 0 


5. إذا كان (د)/ر دالة مستمرة في الفترة [5,» إوكانت>م>ه فإن م (ا/ جره لمر ]حبرم هارأ 





00 








الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


6. إذا كان ()/. دالة مستمرة في الفترة [4,5] فك الى بر [ داع «مم أ 





7 إذا كان 2)/ر دالة مستمرة في الفترة [5,>] فإن: 
حر دالة فردية 0 7 
حر دالة زوجية ‏ مه 50 للها 


8. إذا كان 0<()ر في الفترة 2/كد كه عندها يكون , < م (0)/ ) 


9. إذاكان ض)ج <(دار في الفترة /7>+ >2 عندها يكون م قاع ] دعم )مأ 


مثال: 
1 

أوجد ناتج التكامل التالي: ع4 (3+ 222 - ثر) ٍ 
1- 


الحل: 
نلاحظ: أن الدالة : 3+ 2د2- ثرح ضكر دالة زوجية لأن: 


ض) )د زفد-ا- فبار 
دن (3+ 2م21 ل خير) | فاخاو (3 + ع2 ثخر) آ 





1 5 
وو +22 --3 أو - 
3 5 
0 
[و+2- 4ه 
52-3 
76 28 )و | 45+ لذن 
15 15 15 


مثال: 
اوجد ناتج التكامل التالي: مرك عن ؟ ضاخ ”7 طزد 


٠. 
حص" ب إلى‎ | « 


الحل: 
نلاحظ أن الدالة: عد كصهعد "مذه - كر فردية لأن: 


#أكر- د لطماطز لمزو- - د مهما 20 )"مله - وحار 


يكون الناتج مساوياً للصفر حسب قواعد الأساسية للتكامل المحدود. 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 





00 


38 +ومع مر 31 


1 - أحسب قيمة التكامل التالي: 


د 
ٌ 
1 
6 


الحل: 
نفرض أن : دصة -/ منها نحصل على 
43 3 2 2 
عر 2 ومح ا 0 5 0 أ 
*ومن 2 © مم #4 عر ومن2 7 صنو ك4 عر ون2 ”7 صنو ل 
6 6س 6س 
1 : 1 
ولكن د *مة +1- 2 وكذلك ١‏ - ( مه)) ومنها نحصل على: 
2600 60051 
قاو 1ط 77 4 
ل ”» +1 0 
١‏ 0 ٍ 125 7 511 ا 
3 6 
1 ) م 
4 2 +2 + +) ] - 
1 1 
1 
1و 
7 0 
3|]1 1 
3ل 
5 
27 3 











0 
ود حرق قد هلاطالا |[ -7. 
لي 1 مزه +1 


الحل: 
نجري التحويل التالي: م 7م23 -م أي أن 2 مم 2 -, نعوض في التكامل ملاحظين 
م0 2 
2 - 2 76057 مها 2 - 2 009 2 للها 2 - ند لززة بالتعويض في التكامل نحصل على: 


+1 مخ +1 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


27 
١ 2‏ 
7 2 > +1 -7 
1+7 كس[ 0 
2م +1 


47 ا 
2 + )7 +0 ا 


واضح إن التكامل أصبح كسراً لذلك نفرق الكسر: 
اا ا 3 47 
2م +1 ©( +) (م0+7) (2/+0 :+6 


بعد إجراء الحسابات نحصل على قيم للثوابت على النحو التالي: 
0 - م6 ب 2-2 د 8-2-2 ب 4-0 ؛ 
كما أن: 





2 2 | 
هات 7 
احم 6 ٍ 


5 
1+ # 


1 





1 
2 





3- أحسب قيمة التكامل التالي: 44> ] . 


0 
مم1 


الحل: 
نحول التكامل إلي الشكل التالي: 


نفرض أن : “م -#نفاضل الطرفين نحصل على عدن م د رن 
منها بالتعويض في التكامل: 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


4- أحسب قيمة التكامل التالي: سس * 605 ” هفو 


2د مذو + نز 5م 


8إند موعن 


الحل: 
سنرمز لدالة ما تحت التكامل ب (د)كر وبأخذ العلاقة 


1- “دهت +عدوم») - نومع 25101 بعين الاعتبار نجد أن : 
31 منه] 1 - د( مله جد »)| 0 
(د مذو +ع ومع)2 
د 6 -(2 * متو + عد ومع عد - 
9 ملو ديد 5م) 2 
ملو 1 22 5مه _ 212 ملع _ 


(< مذو +ع ومه)2 2 4 4 4 


و بالتعويض في التكامل نحصل على: 


1 
51 1 0522 51221 ]| | -, 20052 ظلق زو 
ل 


0 - 
1 5 +يروو2)0 4 


8إندممعون 


1 2س . 1 5122 00521- 
-ت (إتطضاد +عرومء)ما + ِ- - 
4 .0 4 8 8 


5- أحسب قيمة التكامل التالي: بي 3++-2+7- + . 


2+ شير 4 
الحل: 
بقسمة البسط على المقام يكون لدينا التكامل التالي: 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


6- أحسب قيمة التكامل التالي: 0 1 
2 د شير 0 


الحل: 


باستخدام تفريق الكسور نوجد 60 , #خعك _ 1ه + 0م نوجد قيمة الثوابت 
(2-+2م) 2+ أير (2+2ه) 


نددامة في :وحدض : عق ان عكر 
أ 1 دير م 1+جر +3 


نوجد قيمة ,7 كالتالي: 














1 
- 
07 - 7 
١ 127 2 5‏ 
ا 1 1 
ست1 وو تدر [2+ صا + - 
١ 0 2 ./2‏ 
1 1 1 1 
0ذ+ صم - + مها +2 ررك جزةاررط اع 
اس" 661 
1 2 1 
0 - + درل ادع 
0 
1 2 1 
+--رم- دع 
4/2 22020203 
ثم نوجد قيمة ,7 كالتالي: 
44 ُ ا 1 أ 
'(2+ 2 25 “(2 + 2م) 0 


نستخدم طريقة التعويض كالتالي: 
نفرض أن : 2+2 -)» بتفاضل الطرفين نحصل على به م2 - ررك : 


2 - 2 
0 1 ب 0دتنر 
3 -< 1 وذ حير 
بالتعويض في التكامل ,/ نحصل على : 
1 1 1 10 يق 14 2 17 
ا 0 50 0 0 0 2 





بذلك تكون قيمة التكامل على الشكل التالي: 
عا ع 2 1 1[ دير د ثير 
ا ب لمم 0 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


























7- أحسب قيمة التكامل التالى: 4١‏ أ حار 
3000 زو +2 305 + 5 3*3 
الحل: 
نجري التكامل بالتعويض مفترضين: + مه -/ أي أن دهم د,/ فنجد أن: 
77 تم -1 . 
5 3ه ود 005 و 2 -1 511 
1+7 1+7 1 
ك2 1 5 4[ ا 
رو “ع2 1-420 5 ذ5 +2 518 +2 وم 3 + 5 5 
“م +1 20م +1 
4 3 4 5 
أ 15 32 22 بم +4 ل 
بجر | عليه 
2 4 
50 
| 5آليه 15 
1 1 3 1 2 
5/- 5/- 5/- 
ع 78 5 4 1 
8- أاحسب قيمة التكامل التالى: 11 5 
3 1+ ثير / 
الحل: 
4 4 
3 0000 00 الوه 5 عد -1 1+ ند .» 5-5 
باستخدام القسمة المطولة نجد ان --- تساوي حابي - ِ : بذلك يعون التكامل 
1+1 1+1 1+1 
على الشكل التالى: 
) ( ا 1+ لد 
7د دنه | + نه 59 | - نه 5 
0-0 ال 0 
نوجد /: 
211 1 
0 لص يوون 58 
2 2 


ثم نوجد ,/ باستخدام تفريق الكسر: 
6 + يزور عوك ]1 اك 1 
[جدير تعر [1جير (1+ع - عازج دم) 1[دثير 


بعد إجراء الحسابات نحصل على قيم للثوابت على النحو التالي: 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 





- 100 ا 
3 3 3 
ب 22-1 3 4 2 (ه -) 1 
1[جير تير 3 1ج+ر 33 ادت 03 5 
1 
(©6 س2 - )ا - عباس - لد + 0س - 
1 


9- أحسب قيمة التكامل التالي: ,سم 24+5 5 


الحل: 
نعلم بان 7+0- 5+ بذلك نحصط على : (2()8-5 -) -72+10- 2د 
بذلك يصبح الكسر على الشكل التالي: 
7 إم 7 21+15 
كير 2حير (2()2-5سير) 


منها يكون لدينا: 
(2-:8)2 + (5 -ير)ل - 2+3 

نوجد قيمة كلا من 4 و 

من المعادلة السابقة تكون قيمة 1 -4/, و1- منها يكون التكامل على النحو التالي: 

١‏ “كدير 


10 ديول 
2 2 عر 


10+عر 7 سد شير 








© ين 5 +21 : 
حك ا 


4 4 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


تطبيفات على التكامل المعدود : 12[5عع]12 01 1122610025ممم 
التكامل المحدود يعتبر أداة فعالة في حل بعض المسائل الفيزيائية والهندسية وإيجاد 
المساحة المحصورة بين المنحنيات هي إحدى تلك المسائل. 


1. المساحة بين منحنين: وء 01137 رعع انا 8 و4116 
إذا كان لدينا منطقة محصورة بين منحنين فإننا نحدد المنطقة المغلقة لهذين المنحنين ثم 
نوجد نقاط التقاطع بالنسبة للمنحنين كما موضح في الأمثلة التالية: 
مثال: 
أوجد المساحة المحصورة بين المنحنين التاليين : 
ريرم دير , 2+1-0 جير والمستقيمين 2-1 , 2-3. 
الحل: 





من رسم المنحنين ونقاط تقاطعهما يكون لدينا: 





4028 





الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


تردير6 دير , 0-]1جي جبر 
دك ([((1+عد)-) - وشو -ير6)) - 4 4ه 
دك (ثر - اجر 7) -4 أن 





3 3 
اك ده (تد-اجم7) | -44 | -4 
3 2 1 1 


5 53 5 1 1/076 71 
2 2 3 


مثال: 
أوجد المساحة المحددة بالمعادلات الثلاث الآتية : 
26-0 +جبر7-م2 , 26-0 بره سير5 , 23-0-بر5 +32 
الحل: 
جميع هذه المعادلات تمثل معادلات خط مستقيم نوجد نقاط تقاطع هذه المستقيمات 
الثلاثة. 
ونقاط التقاطع هي [6,1) , (8,6) , 1,4) 






23-0-بركجيية 
4ل 


26-0 +بر-ر2 
4 


7 
7 


نقسم الفترة [ 0,8] إلى فترتين [ 6.] و[ 6.8]وفي كل فترة لدينا سطح محصور بين 
منحنين: رك # + بم # -4 4 
بك 4 [+ بل # [ -لم 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


ننه [ بر - ينو] +ع د 4 [إبنز - رار] - رار 4 + بام 4 - 4 4ه 


200 0 وحم ا جم | رققممة 5 مم |- 
8 6 
»م 234 ا 5 وا 1ق كاة 5 
14 14 | "! 15 35 ]| ' 
1 31 
(311-234- 1 -4 
لا اورم 351 


6 
8 


عر انه م 
|»مممي؟ إن زه 014 5 1 ِ 6 ع - 





1 501/476 13.5- 0 ! 0 -(880-846) ! 5 
14 14 14 14 /ر 35١2‏ 
مثال: 
أوجد المساحة المحصورة بالمنحنيات 2-0 , 2-مر , محير , مدير 
الحل: 


نرسم أولاثم نحدد حدود التكامل: عدت ('م+ :2م) - م ي 


2 


0 


2 
١‏ 
17 © ونور 2م + (1ص 4م 1 اا 31 إ! ا 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 
مثال: 

أوحد المساحخة المخصورة بين المتهتين. 2د ددر و عربد نز 

الحل: 

نوجد تقاطع المنحنين: ير عدأيء 0 حير و كي 














122011 2 ' 
لصت ل جك جر اك | 
2 0 2 


2. حجوم المجسمات الدورانية :1270110108 01 دعسساه7؟ 

إذا تم دوران منحنى مستوي حول المحور 8. من مستوي 4 نحصل على سطح دوراني. 
وبمعنى أخر نحصل على المجسم الناتج من دوران مساحة مستوية حول محور معينء ولإيجاد 
حجم مجسم من هذه المجسمات بفرض أن محور الدوران02 بين النقطتين 13-4 و حر 
نلاحظ أنه عبارة عن تجمع مجموع أقراص اسطوانية قطرها : وطولها 42 . 

دك برع دعر 7ل دمر جد برج - 4 
ومنها نحصل على برل #برم | اما 
7 


دك “(دار/ ) 5 د 4 )ار )ع | دير 4# برع حم 


2 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


مثال: 


أوجد الحجم الناتج من دوران الدالة 1+ -د)ك/رحول المحور 6 من 1--2 إلى 





2-1 . 
الحل: 
ر2 1(2+ ا دع ك “ضار 1 م 
' و 2 ثير 
موعن تو ةك 7 12س نر2 + ثير) | 1 
0 83 5 
7 1 | )ا 
3 5 3 5 
سكم ١‏ 4 ع 
اجببل دح بج - |2 + جح اج ع 
15 3 5 
061/71 ا ع 
مثال: 
أوجد حجم نصف كرة باستخدام طريقة المجسمات الدورانية والناتج من دوران ربع دائرة 
حول محور 1. 5 
الحل: 
ثر- سل 
1 برع ع نر 7 ار 





دك شر تمر ) | -مد 4 0 | > - مر 
0 0 
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الدوال الأصلية والتكامل 





الفصل السادس 
| فلكسيدم ملا 
ل 3 
016-07 لهت - | (0) - ورك - )| - 
3 0 3 
مثال: 
احسب حجم المجسم ألدوراني المتولد من دوران القطع الناقص حول 013 معادلة القطع 
ا 
الناق 1-1 د د 
قفص هي 7 7 
الحل: 


نعوض في المعادلة تدك “ترم | -ما عن قيمة : فنحصل على: 


تير - 66 7 -ن1 7 0 رآ 
2س 3 


“طمع4 _ 
3 





01/1 7 


3. حساب طول قو س من منحنى: 12 511112 لطاعدع .آ ندم 
عدد أضلاعه إلى اللانهاية. 





ص)مر +ال | -ى 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


وفي حال أعطي المنحني بمعادلات وسيطية يصبح الطول على النحو التالي: 


له رعشيل | دى 


14 
مثال: 
احسب طول المنحنى 2 هنو -م)2 - 2 وم ومه -2)4 - #دفي المجال [ 0.27]. 
الحل: 
بتفاضل المنحني تنحصل على: م 05ه -4)1 -'2 و0م صو © <'بر 
وبالتعويض في قانون المسافة بين نقطتين نحصل على: 
5 )مو 24 2 م ومه -222)1/ د ابر يرل 
بذلك يكون لدينا: 


27 
1 
/ا)مده2 | دى 
2 
2 1 
1 01/1 52 - 201 - )مه - 
0 


4. نظرية القيمة الوسطى في التكامل المحدود: [تدوء)ه1 ص ددع دمعط1 سند31 
لتكن الدالة ()/ر المستمرة في الفترة [6,5] عندئذ نجد إن هناك قيمة [4,5] © بحيث 
يكون: 
04 
©0)ره -م) حفصضار/ | 
نسمي القيمة (6)/ بالقيمة الوسطى للدالة (د)/ر في المجال [4,5]. 
مثال: 
1 
حقق نظرية القيمة الوسطى للتكامل التالي: لله “د | ٠.‏ 
1- 
الحل: 
حسب النظرية السابقة يكون لدينا : 


22 - 0ر2 دعن غر | 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


دم الفتمفات مقنولنا + نيما #أخل الفترة: 


مثال: 
حفق نظزاية الفيئة الوردطني للتقامل: لقال ؛ 


0 | 
تت 
الحل: 
حسب نظرية القيمة الوسطى يكون : 
41 1 
0-20 لكده در 
5 أ ِ 
واضح أن : 
20 -(0)كر2 -0 
وهذا يؤدى إلى : 
إاباحاء 6-0 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 
التكاملات المعتلة : 1215عء]10 ناعم 10م 1 


4 
سبق وعرفنا في فقرة سابقة التكامل المحدود :اه 0)/ | حيث حر دالة معرفة ومستمرة 


42 


على الفترة المغلق [ ,4] وبينا أنه إذا وجد هذا التكامل فإن الدالة “ر ستكون محدودة على هذا 
المجال. 

سنقوم الآن بتعميم مفهوم التكامل المحدود إلى الحالة التي تكون فيها الدالة “مر معرفة 
على احد المجالات التالية: ( ©,6] أو [2,»-) أو (6,»ه-) وسنسمى التكامل في هذه 
الحالة تكاملا معتلا أو معمم من النوع الأول وتكون على الشكل التالي: 

أما التكاملات المعتلة من النوع الثاني فهي تكاملات على فترات محدودة ولكن الدالة “ر 
تعاني من نقطة واحدة على الأقل داخل الفترة المكاملة [4,5]. 

وفي هذا المقرر سنقصر دراستنا على النوع الأول لأهميته الكبيرة أثناء دراسة 
تحويلات لا بلاس وتحويلات فورييه. 
مثال: 

لنفرض إننا نهتم بحساب مساحة المنطقة المحصورة بمنحني الدالة ددر ومحور 
السينات الواقعة على يمين المستقيم 2-1 
الحل: 


إن هذه المساحة تعطى بالتكامل عله 





1 
2 


ب 


في الواقع يمكن حساب هذه المساحة على الشكل التالي: 


- | حك |بوفه - مك ابه - ل |ووفة - 1 | شط -ى 
7 موجع 1 مجع 
1 
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تعريف التكامل المعتل : 12[1عع116 “اع م10مددطآ1 
بفرض أن الدالة (د)ك/ر معرفة ومستمرة على المجال( © ,4] عندها نقول أن التكامل 


نه قار ا معتلا ويكون متقاربا إذا وجد التكامل :ته ()/. | لكل ( ©,4] ء 7وعندها 


7 0 4 
نكتب : ننه 3)/ ]لظ حتثه 0)/ ] وبشكل مشابه نعرف التكامل المعتلعته )/ | 
7 4 
ونقول أنه متقارب إذا وجدت النهاية عله ()/ر ]مشاحتته ضكر | لكل [5,م -) ع/7. 
وأخيرا نعرف التكامل المعتل 4 (1)/. | ونقول أنه متقارب إذا كان التكامليين 


المعتلين التالين متقاربين 8ه ()/. ] وه 1)/ ]| ونكتب ذلك في هذه الحالة على الشكل 


التالي: ننه ضار | شط دعله در | سنا حي سا | 
حيث م أي نقطة من 7. ْ ْ 
مثال: 
يد إذا ما كا التكامل الفعلق. ع2 ١‏ | -5 متقارباً أم لا. 
: 
الحل: 


إن هذا التكامل المعتل من النوع الأول حيث 4-1 وبالتالي يكون لدينا: 
في الواقع يمكن حساب هذه المساحة على الشكل التالي: 


موجعم 


1[ + . 
77 5 اده 


6-1ه- //1- )سل ) لاقل - 





إذا النهاية غير موجودة والتكامل متباعد 
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مثال: 
أوجد قيمة . التي تجعل التكامل المعتل ,اه ل | -5 متقارباً. 
: 
1 
الحل: 
لاحظ في المثالين السابقين أنءته + | متباعد وأن لله ل | -ى متقارب. 
: 1 1 
لذلك ستذوضن الكن أن 1م مقجه حب لقو هك َ 
/ 1+م- 4 6 
2 20 |5 
1[ +م مجم اير مجم 0 





نميز الحالتين : 
1) عندما 1< فإن 1<0- وبالتالي: 0 - ٍِ 


1 موجع 
في الواقع يمكن حساب هذه المساحة على الشكل التالي: 
تدجوو . 
1-م ا 
والتكامل متقارب في هذه الحالة. 


2 عندما 1> فإن 1>0- وبالتالي: ٠‏ - 





موجعم 


| :1ل عندما 1<م 
1 





ورف بو لمكا لسار لقاع ان لا 


امم 


الحالة. 


التكامل المعتل :4 -ل- ] متقارب عندما 1<, ومتباعد عندما 7>1. 
58 1 


مبرهنة 2داع:112©01: 
لتكني/ر دالة معرفة ومستمرة على المجال ( ,14 وتأخذ في / الموجبة عندئذ 


التكامل المعتلع» (د)كر آٍ يتقارب إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي موجب //1 بحيث يكون: 





لل > عل ضر | وذلك مهما تكن ( ©,4] ع7 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


اختبار المقارنة : )دع) 213502م2دمء 4 
يدهن 6 الاالاي نر وام لجعرقة وك ركبشدر نان كلق لبس زود ] اوضق أ 
ضار > قام» ( م ,ه] ء ب لا عندئذ : 


1- إذا كان التكامل 8 ()/. ] متقارباً فإن التكامل 4 (1)م | متقارب. 


7 


2- إذا كان التكامل :4ه (د)ى ] متباعداً فإن التكامل 6ه )م ] متباعد. 


4 2 


مثال: 
بين أن التكامل المعتل 7م 6-7 | متقارب. 
0 


الحل: 
حسب خواص التكامل نستطيع أن نكتب: 
زو 3 هت 
7 دق | دع للق | درل دق آٍ 
1 0 


0 


إن التكامل الأول هو تكامل محدود قيمته منتهية» أما بالنسبة للتكامل الثاني © | 


1 


فإنه( © ,1] > د فإن 22 >4 وبالتالي: و دو ودين 


دن 35م | لط سيره دج ا 
1 


موجير 
1 


لم - [*م - 7 - ١‏ 70 2 


موجاير موجسير 


كشي تطرية المقارية. 


مبرهنة 1116016111 : 
لتكن”ر دالة معرفة ومستمرة على المجال ( ,6] وتأخذ في / الموجبة 


عندئذ التكامل المعتل:ه» 0)/. ]| يتقارب إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي: 


44 


86> جد مه >بر>ه ره >دكء,(6,ه][اء 3 :. 0<عج 9 


0 صم | 


1 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


>2 أمثلة محلولة 


1 - باستخدام اختبار المقارنة بين أي من التكاملات المعتلة التالية متقاربة: 





و4 نشسكا 1 24 ! 2 4 قله ا 1 
:0 / 


الحل: 
1. نعلم أن 1>م هله وبالتالي يكون 1>+ مزه ومنها لي كد وقد وجدنا أن التكامل المعتل 


ل م متقارب وبالتالي فإن التكامل المعتل ,, 80 م متقارب حسب اختبار 
١ 4‏ 34 1 


المفانكة: 
2. نعلم أن *ه >عر لكل (مبلاعد وبالتالي يكون : عتم د “(خم) > قر وبما أن 1< فإن 
عر ثم > تر وبالتالي يكون 0ك حيث2<1 وبما أن التكامل المعتل عي 0 / 


27م دير 59 





2م دير 


متقارب وبالتالي فإن التكامل المعتل وبالتالي فإن التكامل المعتل م ! ] متقارب 
1 


حسب اختبار المقارنة. 





3 يمكن بشهولة إثبات. أن 0 لا جعي فوع وه ون ون ملق إن لايل 


38 ل 


عندها: زم ادس وتقد .مق :مكل شابق :أن التكامل نين + 1- ا متياعد من أجل 21 رز 


ص 


2 ]| 
وبتطبيق اختبار المقارنة نجد أن ,م */د*!/, م متباعد. 
38 1 


9 أريك فينع ال «تشول «التكامل الكمدل القالق بلتقاريا ا و لت 
ب ب “( )مد ' 


الحل: 
نميز حالتين : 
1. عندما 7-1 وبالتالي يكون : 
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نفرض أن -()مط فيكون : ,4 --- : 


عندما م8-: فإن 1-/ و عندما 7-: فإن عدي إذا : 














© - 0 -( س2) مد سن - ”| سيط سقط - كد | لاقل 
م اجو مجعم 11 م جم 
2 عندما 1م وبالتالي يكون : 
ا ل كت كك ٌ 
1 1+م- اله ال “مد “((عد) ساد , 
71-1 م/) رز 
إلا- م س)] ب 
ولنحسب هذه النهاية عندما مه ج/ : 
' 1 1 /. : 
أ- عندما 1< يكون  :‏ يريك للب |##/##/ والتكامل متقارب. 
دم © مس 1س 


ب- عندما 1> يكون : 6 -22 بدكد | اقل والتكامل متباعد. 


7د 1 
ملاحظة: 
يمكن استخدام معيار المقارنة لحل هذا المثال. 


3- احسب قيمة التكامل المعتل هم *-ء”د | لكل 0,1,2,3 -7. 
0 








الحل: 
عندما 0 -م فإن: !01-0 -1- م ديه >6 | 
0 
عندما 1-م فإن: 1 -<0»1 -< 1[ دقن 5ه | + | *مد- د يه “عد 
0 0 
عندما 2 -م فإن : 


20 


!2 - 2ج+ل0دنضق جور ]2+ 2 
0 








الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


عندما 3 -بر فإن: 


8 





!2-32 »3 +0 ديق *“ صد |3+, 2 
0 


موجع 
6ع 


4- بين أن التكامل المعتل ه د آٍ متباعد وأن 0 -2ع2ه 2 | #ب/ ماذا تستنتج؟ 


الحل: 
واضح أن 5 





والنهاية عدم تعين أي غير موجودة. 
لاحظ أن: 


د دالة فردية وبالتالي 0-+7ه :د ]| مما سبق نجد أن : 


2-0 د |« دلق د ا 


ع 


أي أن العلاقة ليس متفقة دائماً. 
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31111111415 
215 م112 


]0 ,4 31 0211110115» 15 )كر 5110205 : ل19عع01] عالماءع»آ 


نع 1.1 كتعاما طعدعء مدو بد عدممطء لصو تك جلغلزب 2ه كله تكاعاسمتطناد م مغمذ ]6 ,4 101110 
+ 7 7 
نقذ “(يعدا مر ١١‏ عمق د نورق 7 ٍ 
1-1 مه جار / 


31 طعناد , )7 2م 1أعطنظ 2 15 )كر 01 ع11372617ع0- أغأمد مث :1126101 217 تالماعم - أأمط 


.تار - ون) 17 
01 عله المع - لاله عله 15 )م عتاعط؟؟ , 0 + ود ) 7 - تن زم ) كر ٍ : لدع عام] عاتمتاع لم[ 
ار 


:1 01 لاع نتمعط 1 امآ 
200 6 ,4 0 002612110115 15 تداكر ]1 :1 تتوط 


2 0 ش 
+ الفا بع 7و كر 00 )+ 
: مطعط1' تدأكر 015 ةلاع - اغأطة مله 15 2د) / , 65 ,4 0 002112110115 15 (د)كر ]1[ :11 تتوط 
©) -(م) - واض م دع ضار | 


:ل أتتهم 01 كأسمتيه 17 


(د)ا ده 
[(د)سا/ لس'ه د عم / | 


[(س)س]/ رماس د #م)/ | 
( 


#* ) *( 


[ضام] رض[ ضما رمك د 4م ] لك 


(2 )م 


5 00 | 
امقاكمم مزح 2 (2)/ [ © - ص) © |[ 1-0 
(6) م - رم)ص - ول(م) م د عه 8 | :2 


0 دع مام ]| -3 





11111111 ااا 7[((شق(#لشللششش(؟بيبيبيبيبيييييي ااا 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
سس و يه وا 


4 7 


)م | + سرما/ أ -عنه [صضام +ص)ر] |[ -4 


4 2 


42 صم ]|- - نك | -5 


> >0( 0[ 00م ]ء 0 (), | - 4ه 0م أ 55 


4 


04 (0)م|] > 


4 





له زمار أ 8 
4 (م)م | < عه 0)/ أ جد [6,ماء+ .,. ج ضام <ض)م ‏ -و 

0 < عو مام | معط 7 >2 > 2ه 1ه 0 <(دار 1 

١ه‏ -م) لا > نه نر أ ورم دوي تعطة فكم كم دده 11 < (تداثر > مر ]1 


7 ضع ور ا أ معط" > كه مه ضام < (عاثر 11 


)0011111101 5: 





كأطة ]5 ع3 ) ,ل حم ب بير  -‏ عر 1 
1 ع او 6 ااي  - ١‏ يل ا 20 
[ + مر 
1[+مم- 1 ص#«- 
1 * 7 6 له 59 يق 59 آ 30 
[ + ب - 
1 
60 +66 ل تيزره| بلدا - ف آٍ 45 
7 + قو 
7 | 1 42 
22( دور 1 - 0 خد يرن نيل ا 5 
7 + م 1 م2 
7 
:5 1115011011111 
0 1055اع102 215  7/‏ ') + نم ون - ح رقل ‏ 1 من | 1 
لد لة لأآ5 - يقل ب ده | 2 
© + إل مهد| مطل - يرل هما | _-3 
© +|” صل مط - يرك امه | 4 
© إل طها + له عهذ| مط - يرك عه | 5 
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© +إلة 06»© دا عدع)| درطل - يقل ب موه | 6 

0 + ا مهو - يقل صقا» مهد | 7 

0 ددا عون - - قل امه ل عق | 8 

0 + 1 لها - رك مهو | 9 

0 + ة أمن - - إل 2# عه | - 10 

> +زا»ه هما + نه عهد]| برل + 2ه حتها 1 - انلك ةدع | - 11 
© جز[ امه مه عم برل + )2 - الله ” عوه | 12 





:5 1117715 
71 1 01 1©“1011نا1 15 


0 ب 2ن - ]لد دن تمنو : - رق س' ملو 1 
0 + كن - ]لد عدن دوو 1 - رق وم | 2 








1 
© +( م + ولس - ا “مهاه - به س“ مما | 3 
0 ابعر يكن 7 
د ع 4 
© +[ك) 51 0 آ 
© +[ك )د هو تدا د ع ٍ 5 
4 في عد 2 نو 1 
7/7 
د ال ا اا ل 1 6 
6 0 2ن بدني ا 
م + 2 دا ,7 1 5-3 0 ٌ 0 
0 دو 22 د لق 
2 
© + تم - تملح + ما برك + , 7 نت و 7 نهل [ 8 





2 
2 
فيح هق + م برك - 2م 2م 2 - يله 7م تهلد [ 9 
9 
6 +[2)]* و ةكين قر 2 ين يديك حلا عرو ير 2 تاورال: ٍ 10 
42 2 2 


2 


ع + كحك | وموك + ت وول كج - به 2ن درون 2ه آٍ كت 111 


2 
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:5 0112 6م117 


حيث/ دالة في 2د © +2 طاوم» - ,كه طمنو 1 
0 + /ة لطا - رن طومه | 2 

© جره طام) 7 - ره طمها | -59 

© + إل طمذة "هما - ررم ععه ٍ -4 

3 - له[ عو 


ا 
0 ل يقر عهو - ح /ة ططها 71 ععد5 ٍ -6 
1 





'0) + يز عقو - ح 1 طامكه 11 عى 7 
) علد لة طلا - ريل 1 72 عع5 ٍ 8 
0) درة طامه - د رق 17 7 عى ٍ 9 





125 8126102 ]112 512110121:0 
أتاء 00277 17111 دام - 2 16111102أوطتناد عط 1 116100أوطناك -لآ 


(5) وى 4 
يله (عغاعيير ]| طدعله (ج6ام ((عد)عايم | 
(>) م 4 
.ده (9')32 ح نك 125ولآ 
قطلة 2ك مر ٍ مللة ع نزول آٍ : كتتدم 6[7 2005 1ع 1016 
0 
ل ]- 


4 


عالامتدمك 220 7 ع متامتامععء تل نط تال عالامطامت له لمتععاطا ممع نك لمة 7 عدممط 


4 





4 


4 
مزلة - رن 4 
21 


الريك 4 | عستون « 


وكقط 77 تن عر ومن زر 5 من | 101 11211025 1115 01 215ع01101) (عصطه؟5) 20ة كاع لط 

1 عط 

معط ,2< “وم - 1ح > مذو عطتذنا وعطتومء 10 أوع1 1ع 1مك للقة أتاه عصتو 1 متنا : 004 7 .1 
. 7 0571© 511511101 عطا 115 


عط , د “مذو - 1 دعر 6057 علدنا وعطزة م1 أوع1 أتع كمه للطة ألاه عطتومء 2 متعاد : 0004 م2 .2 
 .‏ -1 زد 51125163108 عطأ ع5نا 

2 015 1 تاعطااء ع5نا : 000 طامط حط له 7 .3 

لهمعع12 عغطا ععتلع 0غ 5ة1نتحطتاه1 عاعطة كلفط 2ه عاعطة ع1طنامل ع5ن: صعلء طامط حط ممه 77 .4 
مط تتقء ]2ط متده1 2 1010 
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1011 

1 - 26 وم + 26 مزو -1 

60 *عى - 11:6من +1 2-2 

6 5مك © صن 2 ( 26) صنه 3 

6 صنو - 26 ومن -1- 26 وم 2 - 20 مو 2 -1 -(20) وم 2 -4 


: 101101718 عطا ع تقط 0 عذأه عر ” ععو نز ” للها ٍ 101 


558 5603215 10 أ5ع1 غطا 60025711 320 ]011 أطوعء5 1 320 أمععمها 1 متاذ : 000 7 .1 
.2-561 لونالطتاوطناد عط ع5نا مغط؟ , 1 حر “عمو - ”وه 

د للها + 1حمزد 566 ع طتذنا قأطاععطة] ما أوع1 الع كمه 320 اناه كأطتوءع5 2 متتاد : عت جد .2 

.2 92 ح /2 5165031101 عغطا ع5نا معطا 

01 1 لاعغطااء عدنا نطعتاء طامط حط عه 77 

لاأتعطء ]011 115 الدعل هع5 17111 لونععاص! طاعدط: 000 ح2 لملة معت 77 .4 


ب 


00 11 
220 5115016011105 معكاع عغطا 15 1001 10110105 عطا ومتداممء لدئرعع 121 عطا 11 
.5 12165121 312 1010 أتاء مامه 10 


60 مو -]1- وم لوه 0 لوط دير حج شر ةم - 2ولءه 1-2 


1[-260عهو - 2 مها 0ه 0 ل دير ج 7 دخيرةم -2 
060 صما + 1ح 0 2 عهو ‏ #ورنه 0 صما دير أ ير ةم + 2نو له -3 


1" لداعو 

]0 ععتوعل عطا مقطا تتعللممطد 15 دام آ0 ععتوعل عطا عتعطن؟ا ‏ مني 220 آٍ ماع16 10 
0220و 

00 

0 2131م عغطا 00 لقة ع5161وه0م 5ه 9[عاأع1م 10م 5ه 2]015صتططممع0 +ماعوط 

1210121 غطا 01 1100دهمسطامععل 


عطا م1 ماع12 طاعدوء +10 ((آ.ط.8©) 051105مططمعع0 طمناع5 2101م عطا عتمنروعام[ا 
.2601 تمدام مع ل 


:1381 101107128 عطا ما ي0متل1معع2 051100متطامعع0 عطا طا (ى)ملطمعا أعع عر 





اب اماعةطآ (0آ.6.1) مآ من 1' 
ام 
+01 6 +01 
زر د عدار 
ع ديزعق + نرو --207022 
عديزعق + نيرون 
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5 عأ وم م 

(جيري) ا كاه 2 ا ل 
' ع#ختية_ الي ل 
93 لك مم “2 ديرق + مرو ) 1 ا 93 زم + مرو ) 1 © لتر + ره 


أءعا 


7 
-ءا 2607 31692 8115 كلكتة-ء عطا ممة زد)كر طاعع"كاء5 وع3 أعط عغطا كالمعدع امع عه تداكر ٍ 


2 


.7 15 2-3715 5610997 3163 320 00511176 15 قلكتة 


:11 15157611 412 
ثب ©2315 لعو 101 5ع025 12312 70 عط 101 135تتج.م1 لدتزعمعع عط1' 


4 
ج (مراكر ديد ع 0 [ مقي مررةررعددم1/ | - [منيع وسرةررع صو | آٍ لم ج قدا كرد بر 


4 
41 
نجه | 077 1277/7217 | - | 707 19/1/1111 - 4م 
1 1-1 !ا 


[11 ع6 1156ل 0110م طاعدء 01 هتاء عغطا معطا أععد5اعام]1 دعتكتنه عطا‎ 101120 1١ 


عته عرع1آ1 
01 16م1امه 101 10011135م1 320 5161361025 ع0551561م ع1متامه 2 01 د5عطعاعكاة عمد 


:5ع 205511 





[ضاع -صض)م/] دم 


2 
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2ه إضعر -صضاى] [ جه [إضاععم -ضعي] | -4 


:1 01 1701111115 
:2 1011011125 103111 متكا عط 1" 


7 )4 | - مر 0 77 )4 ]| - م 
نوعط عع112نا5 طأاعدع1 عتم 
:31 101011135 651 ععقطا عط 1" 


4 7 
ندم 2014م 2011) كل 21 |- مك , كن | 2ك 
7 
(مزه ‏ 1 لامع 1م1م”2 ) كل 271 | - لاذه 


5 17115 17701120 25اء6 105أعطنط عطا 01 حتتاه1 عغطا 5ممنا أمعلمعمعل 15 كل عترعط/1ا 
:115ظ1 


6 > 2 > ه (داي/ر د بر كه عه “'نرا+ 1لء - عل 


6 > بر > ه (مر)اكثر عدر 1 0 ]+ - وول 
٠ 0‏ 


1>8>ه ©)م حبر هار دعر[ نك نرم 7[]ء 3و4 





7 > 90> ه (6/ر -م ره 00 )+ 7 - أنه 





: ل2معع]12 "تع م0 مدآ 
5 1110116 1750 01 ع0 116 لوتوع 121 لله 15 121721 طخ 
: السلا عالمتكما 


عه تتااكر | حض دار ا 1 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


عدله جداار امل حل دار ا 2 


عق 1215عء]12 طامط 0ع10110ظ 


دعي حرم :2 ضار إسناحنة ضار إمشاحةه ضار | .3 


: 101681015 نمع م10مد] 101 أوء 1 1502ه مصطه 0 
ض)ثر > ضام خآ ( © ,4] م0 , معمر1 


دك تداع ٍ معط]!', لمم ذه دار | 11 .7 مم0 


4 


نه قار | سعط1 بعكتة ننه ضام | 6[ .2 بوخلط 
][: أعة] انلء5نا : معط]1' 0 < 1ن 


0 0 | 11 5عع00271) 0 < مر 1 > م 101 دعم1ء017 مذ 
اك 


كد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عند عد عد عند 6د مد 
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الفصل السادس الدوال الأصلية والتكامل 


تمارين على الفصل الأول 


1-أوجد التكاملات التالية باستخدام التعريف و خصائص التكامل غير المحدود للدوال 

















التالية: )> 

005 1-3 أ 2) | - 2 تدا 

5117 
ره شد + الحد | -6 ولط ردي 0 | -4 

3 4 +1 
4 ]-9 ننه شد + الخد | 8 عصد2 -1/. | -7 

ثرة-4 

تكد صا قد | 12 ل -11 000 ]-10 

1 “م +1 
نقد 10605 سلوند | - 15 تكد صذة د | - 14 بره “تر | -13 
ده 126 | - 18 قد 005 “6 | - 17 ب لت مو 

1+ 051 


2- أحسب التكاملات التالية باستخدام طريقة التعويض للدوال التالية:» 


(تجاد»م) 4 1+:22/ | -2 (تجاد»م) 4 كبر تر + 1/. | -1 
(ندك وم - رن) له دك متسدك وم | -4 (2+خددم) 44 (2+ ختاوم ]-3 


1+ قددم) 4 1+ ترلءشر | -6 (تدجودم) 4 "( ند جهاء ]| -5 


2 +1-ه) ع إندلء دما 2 تدع 





4 
تلب تق 
2 
3- أحسب التكاملات التالية بطريقة التجزيء للدوال التالية:» 
74 تمش | -3 0 تعر | _-2 4 تدارقتد | ]1 
0 د“ ستد | -6 0 11 1005 | -5 0 دمتعم | -4 


4- أحسب التكاملات التالية بطريقة التجزيء للدوال التالية:» 
1 +1 2 


1 نز 
20-37 2-1 الي0 
1 0 8 1[ دمن جد دعر 
ع عد) 2 ! 
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لفصل السادس 


الدوال الأصلية والتكامل 


5- أوجد قيمة التكاملات التالية بطريقة التجزيء للدوال التالية:» 





و4 
1 1- 
4 + ته - ]1 0 ل 5 
1 > >1- 3 ِ ٍ شيمم -3 2>3 > 2- 
([ عير - )1 جر + يمرم 3 +212 + نر 
4 
4 1 سا -6 2>6 > 3- 1 >ئنز > 0 عل كك لح | 
10 (2 -ئ1()2 )د 
6-أوجد قيمة التكاملات التالية للدوال التالية:. 
3 د 1 
ل 2-3 + نرل.] -3 000 مم - 2 0 دوم © | -1 
1 
2 2 : 
2 2 52 
ع منود ل -6 ذه 1 511 | -5 2 اف 
0 0 
4 و 4 (و++6 |-و 4 1 
3 0 7 1 
عه س7 | -12 صل 5ير |-11 4 (2د-عة +) | -10 
]1 7 0 
2 5 5 1 2 
عه عددمه | -15 ب ]-ه4ا جح |-13 
7 2 3-4 
44 1 ا 18 0 1 ع 17 5 1 
4 أ ا 4 0 3 4 ( د جد 5 
0 1 7 
0 0ع ل (علس + ة) 6 550 | 
1 
1 2 7 
:1 ةا 2 
4 عر +1 | -24 4 (1+ 8 2 60 6غ 6 عقن | 2و 
0 


7-أوجد قيمة التكاملات التالية للدوال التالية:. 


0 >2 > ع7- 
2 >2 > 0 


: 38 
وك 5111 


42 ضم ]| -1 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


1 >2 >م ا أرير 4 
0 : 1 ضعي | 2 
م 


0 

8- أوجد المساحة المحصورة فوق المنحني 2+1ر-در وتحت المنحنى + نر والمستقيمان 
0 م و1درر موضحا الإجابة بالرسم. 

09- أوجد المساحة المغلقة المحصورة بين المنحنين تر بر و شير ع2 دبر موط ًِ 
الإجابة بالرسم. 


0- أوجد المساحة التقريبية للقطاع المحصور بين المتحيين تحبر وبر #ودبر 


1+ ندلء 





موضحاً الإجابة بالرسم. 

1- أوجد المساحة المحصور بين المنحيين هذه -«ر ووم -بر في المجال 0 
موضحاً الإجابة بالرسم. 

2- أحسب الحجم الناتج من دوران القطع المكافئ د 2:2-بر في المجال [0,2] حول 
المحور «ره. 

3- أحسب الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين المنحنين2-نر ودر حول 
المحور «ره. 

4- تحقق من نظرية القيمة الوسطى للدالة د +1 - (مد)/ر في المجال [1,2-]. 


5- أعد التمرين السابق على الدوال التالية والمجالات المعطاة:» 





[0,5] , #+الم- ضكر 2 ]ب ترد ةا 
0,2 |.00ها0هه»- ضار )4 0 , تلمك - ودر (3 
[0,2], تدج لض - ضعي 6 [0,2] , مسد هر ره 

[6 1], 1 - ضكر (8 [ < ,0| مد شتهدةؤم- جداكر 7 

115 


[01],+ااض - ضكر (و 
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الذ الساد الدوال الأصلية والتكا 
س و يه وا 


6- أوجد المساحة المحصورة بين المنحنيات في كل من الحالات التالية:» 


2ن 0 ب ر-20 دير 2 0 دمر 8 6 ير اشر دير 
م3 بر نز , 0ع نر جير -4 داه - 1 دس ترد ادير 
5-52 ردير د امدق -6 22 - شر حبر ل مفة بر 


7- أحسب الحجم الناتج من دوران السطح المحصورة بين المنحنيات المعطاة: » 


حول المحور ده تددبر , 2در -1 
حول المحور بره تسردبر , #رجاحير -2 
حول المحور 1- دي ت#ر-وحر , (0حير -3 
حول المحور 1- دير 7روحبر , 1+ت7رحير 4ك 


كد عد عد كد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد عد 6د عد 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


ملخصات عامة على جميع العمليات الرياضية 


ملخص العمليات الجبرية أعع51 ل2ع0) وناطعع 1م 
العمليات الحسابية 0767201005 1ع تطتط)3ة: 








5 
5 
© 





يي 
© | هك 
سني 
ل 


| به 5 
| 3 
حك 
5 
ا 





© 
لكا 
5 





م 
ع 
١‏ 22 


هاس | ويه 
#سحكية 
١‏ 
6 


خصائص الأسس 5ع101© 21:07 ]170012611: 


71 
1 كج 5 4 
- > 
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(© + )0 دعن + و 





11-7 7 
0 ح- 


3 
0-7 






























































ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 























خصائص الجذور 122010215 01 1]165ءم21<0 : 
1 
له »ا ولة - ؤو/لة ‏ -2 خا 
هك 2 
0 +« / د د 4 
0م 6ل - كاك -ة 
| »| - ”مل؛ 6 يم - ”ان ل د 
إذا كان 77 عدد زوجي إذا كان 7 عدد فردي 
خصائص المتباينات 12012116165 01) 5ع1<0611: 
ع - >ع عدوا حم > رو -_-25 ع +م > ع دقو ج 7 > و 1 
22 دوعسم اروز و 1 ع7 كمعن ج 0 <ه انرو 77> -3 
2 4 
لك حت( باق “لد مرق -6 ع7 <عن جح )كه ورين 77> د50 
خصائص القيمة المطلقة 721116 450111 01 د5غ1)"زءم0©: 
0< م /ة 3 
0 <> -2 7 |14 -1 
0 >2 يه 2- 
142-60 -4 6 -|ه-| -3 
اها _[» 
|م| +[إء)| >إم +ه| 6-2 0 ع [ما |6 2 5 
>2 >86- هج( »هما 
- دق ممم د دو جم - إما| 7 
< ورم 8- > ور جم < إها| 
صيغة المسافة بين نقطتين: 112اددده"1 ©222)ؤوز12 
*“(ربر - وبر) + “(د - يد )/ء - ( يمر ,رم )24 -1 
صيغة منتصف قطعة مستقيمة :ععع21 عدززرآ 04 72110016 
ا ل قت ]رزو 1 
2 2 


456 
















































































ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


تحليل الصيغ : 1010211135 12101128 


















































(2 حير )(م دع) د تو دعر 1 
ديع 2 ب شر د زه +جدع) 2 
2م بد ييرم2 داخي - :(م -2) -3 
(مجنازه +ع ) - مم عرزم +دم) متر -4 
ذي + 2هير3 دو ثير3 + ثير - زم +ع) 5-2 
ذو د ثهورة دع 2ر3 - ثير - (ه -و) 6-2 
)2 ديرم - شبر)ه +عر) - ذى دثر ال-7 
( 42 جره + 2ع)(م -) - 7ن اثير لق 
(*ه + عير *ن- سير - 25ج د كدير 9 
إذا كان 2 فردي فإن: 
يويد ارو ور > -2) - ”و - ير 7 
لصي “نرم - )ره 02-7 فيا 
إشارة كثيرة الحدود متناوبة 
خصائص اللوغاريثئمات 2101261165 كتلط 1دع10: 
عد 108 ع د صا -2 ”57 عر جدن رعم1 دنر -1 
38 حم 4 تدذ ,12-5 ع 10‏ -3 
0 - 1, ع1 -6 2-1, ع1 5 
عر - مام 8 دح “*مرعه1 7-22 
ري ع10 + رعه1 - (بود), ع1 -10 عدذى #108 ح لز ير 105 9 
1 43 
/ -(0 <م! -(ه رعه٠)‏ سم -12 در عمط سر عو - | أر عدا 11 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


الأخطاء الشائعة في العمليات الجبرية: 12015 عنهرداءع41. 2مممتدره © 
سنذكر بعض الأخطاء التي يقع فيها الطلاب وذلك لعدم معرفتهم بها والتي تتلخص في 





الجدول التالي: 
زه -2) ا 1 
0 0 
زه -2) 2 و -2 
2 
9 عو 32 3 
دراي 6 4 
م -5 
2 7 م6 + م 
8 5 1 
3ير ب شتير ع 0 6 
عدم + 1 عد كاك حك 7 
2 
[ه جدم- - (1 )4 -] ترم عد ([ستر)ن- س8 
+ شير عع “(ه +دع) 9 


م دير عو 2ن + أيرله - 10 
عدلء + ولد عد م + بده - 11 
7ج + ”ير ع "(ه دن) 12 
ولة جد عرلة ع م د عرل؛ 13 
)46 +يري) ع )6 + )0ه - 14 


وح شير يناعود روهزلل 15-7 


0 
16 02 44 7 0 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


التحليل وحل المعادلات: 50117128 320 12601105 


- طريقة المميز والقانون: 1021112ه"1 ©011201:211© 

نعلم بأن معادلة الدرجة الثانية تكون على النحو التالي : 0 -ء + ترم + ”بره 
نكون المميز على الشكل التالي : مم4 - 2م - ىم 

ومنها يكون : ل 0 


22 
إذا كان 0 < 8 يوجد جدران حقيقيان مختلفان 
إذا كان 0 - 4 يوجد جدر حقيقي مكرر واحد. 
إذا كان 0 > 4 2لا توجد جذور حقيقية . 


حالة خاضنة ف عله" قرا كد حدق را كو يدية: (همر 


- طريقة إكمال المربع كامل :5)]0121 ©1126 عناء1متدده"): 

لحل المعادلة © -© +63 + 017 نتبع الخطوات التالية: 

1- نقسم المعادلة على ©. 

2- ننقل الثابت إلى الطرف الثاني. 

3- نأخذ نصف أمثال 4 ونربعها ونضيفها ونطرحها من المعادلة السابقة. 

4- العناصر الثلاثة الأولى متطابقة. 

5- ننقل العدد إلى الطرف الثاني. 

6- إذا كان الطرف الثاني موجب يوجد جذران وإذا كان الطرف الثاني صفر يوجد جذر 
واحد وإذا كان الطرف الثاني سالب لا توجد جذور. 

فمثلاً: إذا كان لدينا معادلة على النحو التالي: 0 - 32-5 - 2 

الحل: 
5 -32- 15 منها وباستخدام الخطوات السابقة يكون لدينا : 


7 2 
)+5 - لش جمو- مم 
2 2 
29 |2 ا 
لد | لد اير 
4 2 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


الدوال ومتحلياتها :5م512 220 11005ع ناآ 


- الدالة الثابتة :1”111201011 0512© 
تسمى الدالة التي تأخذ الشكل التالي: © - (3)/رأو -نر دالة ثابتة وبيان هذه الدالة هو 
مستقيم أفقي يمر بالنقطة )4 ,0). 


- الدالة الخطية (الخط المستقيم) :1:2]1012نا"1 112©23.آ1 
تسمى الدالة التي تأخذ الشكل التالي: 7+-<«ردالة خطية يسمى 7#ميل الخط المستقيم 
وبيان الدالة خط مستقيم يمر بالنقطة (0,6)وله الميل 777. 


- الميل : 51076 
يحسب بالشكل التالي: شك بح رز ومعادلة مستقيم يمر بنقطة )ضر ,رد وميله 


لك - ود 


0هي ( ند -771)3 + إن[ ح رز . 


- دالة القطع المكافئ :1"001:)1011 121-2012 

1- التي تأخذ الشكل التالي: 4+ 5'(/-4)8 -«:روهو بيان مفتوح للأعلى إذا كان 0 < > 
ومفتوح للأسفل إذا كان 0 >6 وذروته النقطة (2,#) . 

2- التي تأخذ الشكل التالي: +بدق+ تمده -«روهو بيان مفتوح للأعلى إذا كان 
0 <موستوح تلش يناعن 0>0 رخروت فقطة [[72 ]722 ). 

3- التي تأخذ الشكل التالي: © +«ر/+ بره -دوهو بيان مفتوح لليمين إذا كان 0 < © 


ومفتوح لليسار إذا كان 0 > © وذروته النقطة ل 0 


6 ه26 
الدائرة :ع1ع112) 
تأخذ الشكل العام التالي: م - *(4/-م)+ '(/-5) بيانها دائرة نصف قطرها / 
ومركزها النقطة (2/,/). 
- حالة خاصة عندما 0-/-/7 تأخذ الشكل العام التالي: 72- مرح 2 (مركزها نقطة 
الأصل) 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


القطع الناقص :5م1111 
0 : “مح سا (م/- 
يأخذ الشكل العام التالي: 35 نا 0 
2 
- حالة خاصة عندما 0 - - / تأخذ الشكل العام التالي: 1 - 0 
04 


بيانه شكل بيضوي له المركز (4,/) 


القطع الرائك :616012م117 
يأخذ الشكل العام التالي: + *(4 -©) _ '(4-:) بيانه قطع زائدي له فرعان أحدهما 
ٍِ 78 2 5 


ا كن 11012 .. 4 1 4 اه 

مفتوح للاعلى والثاني مفتوح للاسفل وخطين مقاربين ميلاهما 0-7 ومركزه كي انبطه 
2 

- حالة خاصة عندما 0 -6 - / تأخذ المعادلة الشكل العام التالي: 1 - + -_ك 


0 0 


الدوال المثلقية :1010011005 101 
يقن ضيه العلافاك السكالية من الشتكل اإلكالي: 


6 لقا 


واضح أن الزاوية 8 تقع بين 7 > 08 ومنه نكون الجدول التالي للنسب المثلثية: 


المجا المقابل 
لتب 60058 2 سخ ح 81110 -1 
الوتر الوتر 
الوقن المقابل 
حت 5 نوم - 4 جا اينم 3 
المجاور الوتر 
ال د زوم -6 جب 0500 5 


























ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


- العلاقات المثلثية في دائرة الوحدة 15:15 ©1ع11') أنصلآ: 


في هذه الحالة سندرس علاقات الدائرة على دائرة الوحدة أي دائرة نصف قطرها واحد 


ومركزها نقطة الأصل والتي تأخذ الشكل التالي: 


الجدول التالي يبين العلاقات الهامة لهذه الدائرة: 


- © عقو 20 ل الك 
1 


- © )مك 4 
1 








دائرة الوحدة ©11:21) 1/1211 


1111 1 3 ةالالمشفشظشلملللششلقيي” لالششللا 1 ا 
462 





























ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


من أجل أي زوج مرتب على دائرة الوحدة (بر,+)يكون © همأو -بر , 0 5م» دير 


3 


2 


فمثلاً : “اطع 51 5 


57 1 
3 2 


51 ( 


- حقائق وخصائص مثلثية: 210761015 220 1"2©)15 
الجدول التالي يبين نطاق ومدى كل الدوال المثلثية : 


6 5م 2 
نطاقها: ومدها: 1 > © و5 > 1- 

6 عى 4 
نطاقها: 2 ع 7# ع( م) ع 6 
ومدها 65601 م 1-> نو 

6 غم 6 
نطاقها. 2( 7) ع 6 
ومدها :66 > 00166 > 00- 





6 ماد 
نطاقها : / ومدها: 1 > 0 ضأذ > 1- 

6 ها 
نطاقها: 2 ع 7 مجم اءه 


ومدها: مه > © 132 > مه - 


6 عع 
نطاقها: جب ء ب, >[ +ماءه 
ومدها. 560021 827 1->0معو 


- حالة خاصة (أدوار الدوال المثلثية ) 2©60025نا؟ 1515" 100رء2 


نحدد في الجدول دور كل دالة مثلثية: 
2 دم + 60508 

2 - 7 لها دورة 
- لها دورة 0لىىى) 


27 
- 7 لها دورة 0 نام 


كرو 


4 


1 


0 


6 





4 - 7لها دورة 0 طلها 


5ك جلياد.ءدة 00 مهو 
2 - 7 لها دورة 


0 


- العلاقات بين الدوال المثلثية : 1061210125 2120 1"01:12211125 


0 -126+1ون 3-222 06*عم. -1 





+ 26م -2 26-1و020+0زو 





- صيغ ضعف الزاوية:1"0102210125 عاعرى 16ن120 


26-1عو20 - 2 وم 
6 2 مه 2 -1-(5)20م 


2 
4 





6 مز - 26 وم - 20 وى 


6 205 ©5126 2 - )26 طلة 


17 


3 


3د 5 


1 
3 


حبدة 


تت[ 


1 
3 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


- صيغ الفردية والزوجية :1"010211195 000 / 2ع117 





زوجية 0050-(8-)005 2-2 فردية ‏ 6هزه- -(6-)سمنلو ‏ -[1 
فردي 0عوه- -(0-)عو0 -4 فردية 6 هم - -(6-) مه 3-2 
فردية 6 :م» - -(86-)6م0 6-2 زوجية 60ءه:و -(80)ع56ة 5-2 


- صيغ الدور:1"0100211125 110016ء]1 








0 -(20 + 0506 -2 مسن -(مج2 + 6)منو 2 -[1 
وى -(سع2 + ماع 2 -4 مهما -(معج + 6) مم 3-2 
60أم -(مج + 06م 6-2 60ءأة: -(مسعج2 + 6)ععو ‏ -5 


- صيغ بين نصف قطرية (الراديان) والدرجات: 
5 120121 10 ووع:10151 





"4 2 

160 1560 
_ 150 

71 


- علاقات نصف (قطرية) الزاوية والمجموع والفرق: 211125تتده1"0 عاعدركى 11214 
(20 مه - )2 - 0 هنة 1 


(20 وم + )2 - 0*ووه 2 


060 وك -1 -(26 


200 مها -3 

0 5مك +1 
5و وم +5 ومع 0 ملو - (6 + 4)منو 2 -4 
17 -5172 71 005 0 005 - )6 3 )6.05 - 


7 لها + > ذا 


0ك رط :1م )هما ص 


- صيغ تحويل الضرب ( الجداء) إلى مجموع:- 10112211125 511112 10 1100111 


|(م +042 - 41 -4)ومع| 4 -طماومماة ‏ -1 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 
ام +مأوم» + (م حم )ومن | : - 6057 0052© 
[(-م)صنة + 1 00 - 5111005 


[(-هأصذه - زم جم )ددذة] . - 6005060577 


- صيغ تحويل المجموع إلى الضرب :1"01211125 12100111 0) اناك 


0-7 04-7 
حتومن 
2 


0-7 . لل 
51 
2 


مزه 2 -512/2 +5112 





511102-51 7- 295 








0+7 
005 0+ 205 7- 2 959 7 605 


22+82 
لل5 7 مر 2- -76 205 -ن وم 


- صيغ الإرجاع إلى الربع الأول:25[تاتتده"1 دمتاعصده) 


0م -| 5-0 أب 2 0 - | 2-0 إن 

2 2 

0م - | 2-0 وى - 4 0 - | 0ج هم 
2 2 

ممم - | 0ج جم -6 0ع» - | 2-0 إهه» 
2 2 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


الدوال المثلثية العكسية: 11011005 115" ع15ء 101 
تعر لهم الخلافلة: والقوافيق للدوال لتقي المكسنية فى التجدول'التانى؛ 
تراصو دع جه ع ! صنو عبر 


روم دعر جع ير ! وم د بر 


رامقا دعر جععر ! صما ع بر 


- نطاق ومدى الدوال المثلثية العكسية: ©192115 21220 1001122112 


1 طلة ح بل 
نطاقها :2>1 > 1- ومدها: 5 ملتك 
2 2 
أ وك دير 
نطاقها: 2>1 >1- ومدها: , > بر > 0 
عر مها دنر 
نطاقها : © > 2 > مه - ومدها: ا 
خصائص الدوال العكسية: 210761615 ©1125:©1:5 
0-6 مزه) 1- مزه 2-2 - '- صلة) ذه 


1 
-[0 ومء) '” 05 -4 1 -( - ومه) 003 
1 


4 دل 4 مة)) صم -6 - )+ - مها مة) 





المصطلحات المرادفة :20120101 1661:1212 
1 طأوع2ة ع عر !1 رزو 
عد ومعع6ة حير 21 وم 


1 طواعمة ع دعر 3 ها 


406 


2:- 
3 


1 
3- 


2: 
50-7 




































































ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


العلاقات في المثلث:1138' 12 1015 
يمكن توضيح العلاقات المثلثية من الشكل التالي: 


276050 - ثم + 5م د دو 


و2 - ثق + أو دق 


(8- يهم ىل 





أ 4 

(8 + »)ب هما 08 
1 

(7- )2 مها معدم 

4+6 


, + 0 مما 


2 


4 


407 





لطا _ 512 1ه 
2 4 4 
8 5م20 - ثم + شن - ثم 


1 
4ر305 بورح 


ُ 510 0 
2) 


1 
8 رار مها مدق 


(»+ 8)ب هم بنك 





























ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


النهايات 1111115 


التعريف الدقيق : «دهن)نستاء17 عوعءمط 
نقول أن ”/ - (مد)كر #// إذا وجدنا لكل 0 < جعدد 0 < 5 وكان: 


6 >|ه -ع]| © ع > إل - رد)رر| 


التعريف العملي :«ه:نا)نستاء1 عصفك1::ه'17 
نقول أن 72 - (د)مر 7# إذا استطعنا أن نجعل )/ تقترب من 7/ عندما نجعل 


3 تقترب من © ودون أن نجعل 0 - 1 . 


النهاية من اليمين : أندطذ! 0صعط غطعخي؟]1 
نقول أن / - (د)م #ن إذا استطعنا أن نجعل 637 تقترب من 7 عندما نجعل 


4 جر 


فزوج يق لريب و 111 


النهاية من اليسار : )اندطنا 0طقط غ]».1 
نقول أن / - (د)م #ءه إذا استطعنا أن نجعل (1)/ر تقترب من 7 عندما نجعل 


1 تقترب من 4 بقيم أصغر منها فقط (ه >م) : 
النهاية عند اللانهاية : بانستكه1 )د )نسا.1 
نقول أن / - ()كمر 4# إذا استطعنا أن نجعل )كر تقترب من / عندما تأخذ 
5 قيم كبيرة لدرجة كافية. 
وبشكل مشابه عندما 60- <- 1 وعندها يجب أن تأخذ 2 قيم سالبة كبيرة. 
النهاية عند اللانهاية : «وانستكه1 )د )نسا.1 
نقول أن ه - (د) كر #ضم إذا أخذت (د)كرقيم موجبة كبيرة لدرجة كافية عندما 


تقترب 1 من 0 : 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 
وبشكل مشابه عندما 0- - (3) 7 477 تكون / قيم سالبة كبيرة لدرجة كافية 


عندما تقترب 4 من © . 


العلاقة بين النهاية والنهايات من الطرفين 
:أتمطنا 0ع510 - عه عله أختدسنا عطا عع تككاع متطمطه121ء]1 
نوضح:العلاقة بين تهاية الذالة بشكل: هام والنهاية من اليسان:واليميق: 
نك < (عد) إل شط - (مد) كر 7ط جه عا - (عد) ل 171 


موجه ان 
2 جير د 


وكذلك: 


م (د) ر سلة جح تدا شل ع (د) / الل 


2 جار 


خصائص وقواعد إيجاد النهايات وع1نج1 0ه 165)ءممط 
إذا كانت كلا النهايتين ()/ نك و (2)م #نلة موجودتان وكان © ثابت اختياري 


فإن: 
ضار سلة © -[ض) ©] سند .1 
(د)ع سفة + هدر سلة -[ضد)ع + ص) ر] سشة 2 .2 
داع سل »«اقد)ر شل -[ تداع «2) /] شل 3.2 


تس ا 90 


0 ع (عد) م 427 0 .و : 
© جار (< ) ىم كط (< ) ىم 4ه جدير 


[ض)/ مض] - "[ض)/] سه .5 


ضار سكل -[ض)راكا سه .6 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


حساب نهايات أساسية عند © : 26 كم19210840 )تسارآ عزومج8 + 


بعض القوانين العامة لإيجاد نهاية الدالة عندما 200 : 
0 - 5ه برررر7 0707 مه - ذه 7 


ا 60 جير 


مع ح (عد ) درطل 7777 010 © ح (عد) ارلا 1771 
حر 5-5-5 


كه ل[ ج 0 < م 


9 60 جير 


0 ج مزع ”,لع اد 070 0 <م 


كير مجر 
حيث 7 زوجى م ح كيد ررق 
9 مما جسر 
حيث 7 فردي ‏ م -ح كد برررط 0ه م ح ثثر تررق[ 
7 ممجيير ممدجير 
٠. 8‏ 7 5 
حيث م زوجي 060 )2م ح 0 +11 مه + 1 0/0 7 
5 3 _- 7 0 
حيث 7 فردي 00 )ع5 - ,4 + 1ه + ا 4 58 
حيث 7 فردي 06 )لع؟ - ع ,4 دنه + ار 44 9 
000 2 


ملاحظة : تعني العبارة (4)مع: إشارة العدد 1. 


0 





ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 
تفئيات حسابية : 5ع1ان1اصاءء 1 136100اله117 


- الدوال المستمرة :16005)ع12ا؟ كنامتتستام) 
إذا كانت الدالة د)كر مستمرة عند النقطةم -: عندها (م )كر - قداكر 727 . 


- الدوال المستمرة والتركيب : 002270516105) 3120 كدم3ا2نا؟ كنامتتستكصه) 
إذا كانت الدالة )كر مستمرة عند النقطةم وكانت 7 - (د)كر م عندئذ يكون: 
(0)ر علضم شنار -(ض)ع)/ ال 


- حلل واختصر : [اع©22") 20د "اماءة"1 


تنضيه كنم 2 
_ 16د . (20()2+6 6 00 _ 12 مرك + كزد . 


2 00 (2 جدعد)د 0 عر 2 د ذير 2ج 





4 


- الضرب بالمرافق : *1ه0غ)2"عتصدام؟! / “دمغأه نع سا8 عمتتلهصمنج#]1 


نقدم مثال توضيحي على ذلك: 
وراد جدة علد دة ..,. #/د-دة3 ., 
> ِ 7ك 2 1ك 
عزايء +3 81 ير وجمر 81 تي فجي 

1- 1- - 9 
3 - 77 
38 (ترليء + 9()3 دي) نوجد (يرليء +  81()3‏ 2ير) فجد 











- توحيد المقامات :1505دوءدم:] [هده1)ة]1 عستطسدمء 


نقدم مثال توضيحي على ذلك: 
حك ذبن - 6 :. 2 
(7 دامر 7/١‏ لجس عد //+جعزر)ا/ لحم 


0 ل روني - 
(7 عديرامر )7 مجر 


ل لب وني 
د (7/ لدعر)مز 0جير 





سا سلس د ا ١١ج‏ 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


- قاعدة لوبيتال : علدح1 21)ذم1.'110 


إذا كانت - تاك برضل 0 12 - الاك برضل 
)و مجر مما لد )و مجر 


قيدقة 2-1-1 مور الاك ورور راسك لحا 8 أن بكون ونا أ اع 
(0)' عي م جار (مد) ع # دي 


- كثيرة الحدود عند اللانهاية: :وا)نستكمذ )2 كلمتسدمم:رامط 








: 0006 
إذا كانت )م و )م كثيرتي حدود وأردنا حساب النهاية م عندها نخرج 
أكبر أس ل .في البسط والمقام ونحسب النهاية. 
نقدم مثال توضيحي على ذلك: 
4ه -3ت 
27 2 4ت 
6 1 07 - حك 3 44 
20 ته د 0 |2 . 9و5 4 اسه 2 
589 58 


- نهايات الدوال المعرفة مقطعياً : 1011110115 ع5أكلعع216 الآ 


5 2 
ع . 2->ينز 1 5+ 528 
: : نمابة (2)31 4/7777 حبسة* - زد 
إذا أردنا حساب النهاية ( 1777 00 0 )م نحسب 
النهاية من الطرفين: 
9 -(5+ ختاسنا - قاع 1 
سجسر 2 جيتر 
1 - (عدة - 0 سشة - قد)ع قط 
2 جير 2 -جير 


وبما أن القيمتين مختلفتان فإن )م 7# غير موجودة. أما لو كان الطرفان متساوين 
2 جير 
فإن للنهاية القيمة ذاتها. 
- بعض الدوال المستمرة : 1121605 0115 تتستكطه) عددروك 


سنورد فيما يلي قائمة ببعض الدوال المستمرة وقيم ل 7 التي تكون مستمرة عندها: 
1- كثيرات الحدود مستمرة على /. 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


2- الدوال الكسرية مستمرة على , ماعدا القيم التي تعدم المقام. 
3- داة ( فردي) مستمرة على 7/. 

4- #أ؛ ( زوجي) مستمرة على / (0<+2). 

5- 25 مستمرة على /. 

6- )ست مستمرة من أجل(2<0). 

7-7 00513 و2 هزه مستمرة على /. 

8- 23ها ودءءة مستمرة على /ما عدا القيم 


9- امه ويرءون مستمرة على ©ما عدا القيم 
0 لو 272و 722 0و جحي ج27 داو 597 1 
- نظرية القيمة الوسطية :ددع دمعط1 عسله؟؟ عغدنلعسدعام1 
بفرض 1)/ردالة مستمرة على المجال[4,5] و27 عدد اختياري يقع بين 
(4)رو (0)/ عندئذ يوجد عدد © بحيث يكون/ >© >0 ويكون // - ©)/ . 


المشتقات 10121720175 


المشنقات تعاريف وملاحظات: 2012600 220 00 نمقء10 وع7ناوكتء10 
- إذا كانت )كر دالة مستمرة عندها تعرف المشتقة بالعلاقة : 
شار - «1 جت) ل رررير 





1 - (د) ار 
- إذا كانت (د)كر -:ر فإن جميع المصطلحات التالية تعبر عن المشتقة: 
4 7ك ا 4# , : 
(7 - شد ك كد ك كد 
0/0 ( )ابر رار 
- إذا كانت )كر -«ر فإن جميع المصطلحات التالية تعبر عن قيمة المشتقة عند ©م-1: 
07 رك _ الكل : 
(7- ع- إص- - - 
0/2 اي 7-4 | رع ام 











013 

















ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


تفسير المشتقة: )1152 01 «منأداءم16م1 

- إذا كانت (د)كر -در عندئذ: 

1. م)/ر سمهي ميل خط المماس للمنحني (د)/ر -:ر عند #4-*ومعادلة خط المماس 
عند النقطةم -: يعطى بالمعادلة : (4 -عر)(2)كث/ر + (ماثر دير . 

2 ©2)كيرهي المعدل اللحظي (الآني) لتغير (د)ك/ر عند م-2 . 

3. إذا كان ()/رهو موقع هدف في اللحظة + عندهام)مرهي سرعة الهدف عند 
النقطةم-] . 


014 











ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


خصائص أساسية /صيغ/قوانين: 16015 / 101711125 / وعنا1ءم 10م عامة8 
إذا كانت 72)/ر و2)م دالتان قابلتان للاشتقاق وكان © و 7 عددان حقيقيان 
اختياريان عندها يكون: 


أهم الخصائص العامة: 





خيك 0 كيت مره -(صرع) كك ا 
حيث 1 أي عدد ”7 يزور ”)كم 2 
(ناء<(عار -(زهام <(عام) ‏ -3 
حيث © :اذايت 0-0 2 -4 

غ0 
قاعدة الضرب(الجداء) ‏ (ند) و()/ر +(م)ء (ما/ر -((ماء «(ع)/) 5-0 

0 (ما و(ع)ر -ضماء (ما/ _ امار 

تل ل ل 
(قاعدة السلسلة ) () و(ضم)” - ((ضى)ر) كك 1 
ضام ور) ام -( ا 8 
حيث ‏ 0* ض)م 0 -(ضم ساك -و 


المشتقات الشائعة : 1013172055 اممتططه©) 


1[ -كثيرات الحدود :5[هنددممو1و0م 


حيث ') ثابت 0_0 -1 
00-١‏ -2 

© -60) كك -3 

7-١‏ زمر -(0ه) كك ع 


415 




































































ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


2-الدوال المثلثية :11220002 ع1 









































44 
د 605 -(2 مأى) ل -1 
(< صنق يي 
د 512 - <(عر 5م6) 4 2 
د مهه د( هم) ْ 3 
عد صما د عوهة -(2 عه5) ف 4 
44 
ند ممه د موه - زم عوه) 0 - 5 
27 
22 عو - -(ج إون) - -6 
3-الدوال المثلثية العكسية :1005)ءعمد1 م11 عوه27م1 
. -(2 3 )كك -1 
تبر -1 4 
لت 5 4 
5-6 د( ' | -2 
1 44 
دلزع ' صة) كت -3 
2ير +1 )+ ممع ند 4 
1 2( 
لح سيد -(+ 3 )كك - 4 
1- 25يزيه ند :د 4 
1- ' 27 
155351121 1١لت”<ت5تتت ‏ لس ال 1 لاا --5 
0 7 أ ) 6 0 
1- 
كلم 0 -6 
0 )+ ع 0 
4-الدوال الاسية و اللوغارثمية :كم0)عصد1 مسطاسدعم.آ / لمتاسعصمص] 
تيت لوف -1 
2 
07 
م - )2-1 
ار 
1 4 4 
0 عودير 55( عراست 0 <يعر ح د زير __ 3 
1 27 
5 فك لاا 
دك > صاد ا" 
















































































ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


5-الدوال القطعية الزائدية :005)عصد؟ ع1 عنامطععمم1]1 


عد اوم > (د 07 8 -1 
4 


2 طماه - )2 طوم) 1-7 -2 
00 


د */ عهو 000 ل -3 
1 #6 
27 
عد طلصها عدا عوو - - ( عنم ءهو) سك 4 
1 #6 
27 
عد طامت عدا عه - - ( عنم عوه) كك - 5 
1 #0 
2 4 
دم عق - د( طامه) كك -6 
1 #0 


6-حالات من قاعدة السلسلة:5)موتيه؟ علنج1 متقط©) 
نظي قاعدة الماب لحان بعصن الدزال: 
1-ر 7 07 
ض)ثر ' “[ضعمرام - ”إضصعمر] كك -]1 
0 
9 لح زر ) كر -[ هكمي| 4 6 2 
0 


2) كر 1 
دار 


قد)ثر 5مه (د) ير - [ تدر 57 4 
0 


07 
رونك .تا 
اك 0 8 


قد)ثر هذه ض) #ر- - [قد)كر 0-67 -5 
00 

ضار “عون ق) /ر -[قتار كه -6 
00 


دار طلها تدأ كر عع5 ض)ثر -إضار كي 7 
و 


() كار 


4 
-[ض)مر رزوي 8 
ا 0 





437 



























































ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 





() كر ا 44 
ملت __إهم -ومو كك -و 
“[ضع/ر] - 1 4 

(د) كر 1 44 
ا مه 10 
“[ضعر] +1 إضار ا 


7- المشتقات من مراتب عليا : ©12612172)0176 01061 «عداع1]11 
يرمز للمشنقة الثانية بالشكل التالي: 


000 ال الو ل ل 5 
ضير "م - (ضدار) ع عن فى 
وتعرف على الشكل التالي: 
(ضام) - ضار 
أي أنها مشتقة المشتقة الأولى . 
- يرمز للمشتقة النونية ( من المرتبة ) بالشكل التالي: كبك - (2) "./ 
56 


وتعرف على الشكل التالي: [(ت) “مر) - (يد) “مر 
أي أنها مشتقة المشتقة من المرتبة ١(‏ - ,) . 


8- التفاضل الضمني : 2)107نامءء0111 اف نامحم1 

نصادف دوال يمتزج فيها المتغير: والدالة ()/ر-:ر معاً في صيغة ضمنية غير سهلة 
العزل أحداهما عن الآخر وعندها لحساب المشتقة “ر نفاضل الدالة الضمنية ونعزل الحدود التي 
تحوي بر ثم نكتب صيغة بر بدلالة كل من و «ر ولتوضيح هذه الفكرة نورد المثال 
التالي : أوجد 'ر للدالة الضمنية 11+برمة - تررق «لندتي 


نشتق الطرفين فنجد: 11+مير وم» <'رور 2ر2 + #بوشروببر و عر 2772م منها نحصل على: 
اشر م2 -11 


بر 21-9 


١ 


005 - مو ترض2 - 





أ 


























ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 
9 التزايد والتناقص والتقعر نحو الأعلى والأدنى : 
0 ملآ 00223576) -5128وع106©1 / 1216235105 
- النقاط الحرجة : 5)دنمم 1121© 
نقول عن النقطة © > أنها نقطة حرجة للدالة (2)/ إذا تحقق أحد الشرطين: 
1. محو)ير 
2 ©) / غير موجودة. 


- التزايد والتناقص ع7اودء7»0 / عساددء 12 

1. إذا كان2<0)/ر لجميع قيم 2 في مجال7عندئذ نقول أنكر دالة تزايده في 
المجال /. 

2. إذا كان 0>0)”رلجميع قيم د في مجال / عندئذ نقول أن (1)/ردالة متناقصة في المجال . 

3. إذا كان2-0)/ لجميع قيم + في مجال / عندئذ نقول أن (2)/ردالة ثابتة في المجال 7 . 


- التقعر للأعلى والتقعر للأدنى 0 0022256 / ولا عجوع م00 

1. إذا كان 0 < (2) ”مر لجميع قيم د في مجال / عندئذ نقول أن (3)/. دالة تتقعر نحو 
الأعلى في المجال /. 

2 إذا كان 0> 0)”. لجميع قيم :د في مجال / عندئذ تقول أن (0)/. دالة تتقعر نحو 
الأدنى في المجال /. 


- نقاط الانقلاب (الانعطاف) كا)صلمم وستموعءم1 
نقول عن النقطة ©6-*أنها نقطة انعطاف للدالة (32)/ إذا تغير التقعر عند النقطة 


© 215و 0- وااار. 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


0 النهايات الحدية : عمرع ارط 


- النهاية المطلقة :عددء ع1 عا ساموط4 

1. نقول عن 1-6 أنها نقطة نهاية كبرى مطلقة للدالة )/ إذا كان د)/ر < (©)/. لجميع 
قيْم +ز في نطاق الدالة: 

2 نقول عن 1-2 أنها نقطة نهاية صغرى مطلقة للدالة 0)/ إذا كان (د)/رك ©)/. لجميع 
قيم + في نطاق الدالة. 


- نظرية فيرمات :ددع معط و'أممحع"1 
ناكا لان لورفبانة "ديه عدم دماصفة كرون “لنقدة وحرروكقظة خرحة اللدلة 
9 . 


- نظرية القيمة الحدية :7ءدمعط1 عصءماء1 
إذا كان للدالة 20)/ر مستمرة على المجال [4,5] عندئذ يوجد عددان© و 7 بحيث يكون: 
1. >> و >ل >0 . 
2. 0)/. هي نهاية كبرى مطلقة قي المجال المغلق [4,5] . 
3. )/ هي نهاية صغرى مطلقة قي المجال المغلق [4,5] . 


1 إيجاد النهاية المطلقة: عماع ماعط عأد[موطى عسمتلسصاط 

لإيجاد النهاية المطلقة لدالة مستمرة 12)/ر على الفترة المغلق [6,6]نستخدم الخطوات 
التالية: 

1. نجد جميع النقاط الحرجة للدالة (2)/ر في المجال[4,5]. 

2. نحسب قيم (2)/ عند كل منها. 

3 نحسب كلمن ©)/ر و )/ر. 

4. لتحديد القيمة المطلقة العظمى نأخذ أكبر قيمة من القيم السابقة ولتحديد القيم المطلقة 

الصغرى نأخذ أصغر قيمة بين القيم السابقة. 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


2 النهايات الحدية المكانية ( النسبية): مراع :1 (لوء10) ع تكتأواعخ]1 
1. نقول عن 1-2 أنها قيمة عظمى مكانية للدالة 20)/. إذا كان 0)/ر < (©)/. لجميع 


قيم 1 قرب ©2. 
2. نقول عن 1-2 أنها قيمة صغرى مكانية للدالة (2)/ر إذا كان 30)/ر > (©)/. لجميع 
قيم 1 قرب ©2. 


3 اختبار المشتقة الأولى : 10111721107 ]1115 
إذا كانت -+. نقطة حرجة للدالة (3)/ر عندئذم -1 ستكون: 

1. نهاية عظمى مكانية للدالة (2)ر إذا كان 0< 320) كر على يسار النقطة 2-2 و 
0 > (د) كر على يمين النقطة 6 -ر. 

2 نهاية صغرى مكانية للدالة (2)/ر إذا كان 0> (3) /. على يسار النقطة 4-2 و 
0 < ) ير على يمين النقطة ©-1 . 


3ن تكون نهاية حدية نسبية للدالة د)/. إذا كان (2) /. له الإشارة ذاتها على طرفي 
النقطةع دير . 


4 اختبار المشتقة الثانية : )د15 106117201176 0م560 
إذا كانتع -: نقطة حرجة للدالة )كر وكان 0 - (©) /ر عندئذم -1 ستكون: 
1. نهاية عظمى مكانية للدالة )كر إذا كان 0 > (32) /ر. 
2 نهاية صغرى مكانية للدالة د)/ر إذا كان 0 < (د) أ . 
3. ربما تكون نهاية عظمى مكانية أو نهاية صغرى مكانية أولا تكون إذا كان 0-0) /ر.. 


5 إيجاد النهايات المكانية وتصنيف النقاط الحرجة : 


15 0111231 0125511597 320 عمتطاعقاوط ع تتانهاع ]ا عمتلصاط 
1. نوجد جميع النقاط الحرجة للدالة (د)/ر. 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 
- نظرية القيمة الوسطى :2ءمع1 عدسله7؟ صدء31 
إذا كان للدالة (3)/. دالة مستمرة على مجال مغلق [4,5] وقابلة للاشتقاق على 


المجال المفتوح (4,7) عندئذ يوجد عدد/ >2 >4 بحيث يكون: 
)كر قار 0 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


التكاملات 1215عء10 


التكامل المحدود :1721عع]10 ]101101 
لنفرض أن (1)/ دالة مستمرة على [4,5] ولنقسم المجال[4,5] إلى #مجالاً جزئيا 
بعرض 421 ولنخذ 7 من كل مجال منها عندئذ: 


7 7 
دك ( ؤّد) كر 0 - )7 | 


الدالة الأصلية:178)176دء27 -11ام4 
الدالة الأصلية للدالة (د) كر هي دالة 0د)/ بحيث (د)كر - (د) 7 . 


التكامل اللامحدود : [ل12عع]10 عاتمتقء100 
ويكون على الشكل التالي: 

© + (ع) 7 - عدم)م | 
حيث (7)1 دالة أصلية للدالة د)ك/ر و© ثابت . 


النظريات الأساسية لحساب التكامل : 
5 11123ه21ه 101 قلاع مع 1 لدأ معصة 0 نآ 

1. إذا كانت الدالة 2.)/. مستمرة على الفترة [4,5] عندها تكون الدالة /4م)/ | - (د)م 

هي لها تي ع الفترة [2 ,4 ويكون: 

74 : 
(د)/ر - يمار 1 - ()ام. 

2 إذا كانت_الدالة (2)/ز مستمرة على . الفترة  ]2,5[‏ وكانت )7 :ذالة. أصلية اللذالة 

)كر عندئذ : 


)5 - )م - يضم د ضار | 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 
خواص أساسية /صيغ/قوانين: 115؟1 / 25[تحصره1 / 5ع1مءم 20م عزقهد8 
أهم الخصائص العامة: 
حيث. © ثابت عله (ع)ر | 6< نه( ) 7 | 


حيث / دالة أصلية (2) م -() قف :]سام عاق سير 


نه زعا عر 1 - ننه( ) 6 
ضلماء | خضوار دن [ضمم ضاير ] | 
» مر ]--» قار ] 


(6>ع>ه) 2 عل )/ ]+ ضار | حعه )رأ 


0 ضام/ا] > 





تنه ار ١‏ 


44 (د)ى | <مره (مار ] ج 4,2 ]عمد ث. ‏ ج هعم - ودار 


(» -0)6 دي م)ب ]| 
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- إذا كان 2(<0)/ر في المجال2>/7 > عندها يكون 0 < :ل ها/ | 





- إذا كان ض)م <()/ في المجال2 > >م عندها يكون نه ض)ى ] < 4 )2 أ 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


التكاملات الشائعة : 12[15ع1016 00«نتحدده0) 


1[ -كثيرات الحدود :5[ هتامم و01 
حيث ') ثابت 6 دعر - نيزن آٍ 


حيث 2,6 ثوابت © + عتم - عه آٍ 








1- * م ا 6ك ل يي - يوان 1 
[ + مر 
1 
1 ع 7# اه 7 جلي تدمح نه 2 
1+ م - 
© +إم + ينه| برت - 0 آٍ 
02 7 + 1و 
7 م و 
27 1 1 1 
0 + تأكير ح م ب كير - يقل ] 
7 +7 1 2 
4 
2-الدوال المثلثية :12201025 ع1 
حيث: دالة في عر 0 + ع 005 - - ريل » صنة | 


حيث 60 2 ثوابت '6 + مم مذو - )ين ذه | 


© +|مه 6 ب - 7 0 مما | 


© +|”ه مو| 2 - 77 امه | 
© +|”ه مم + نر 560 2 - 77 عه | 


© +|»ه 0ع ع رز ©كه| +1 - ا لاا عقو 
") علد ة مهو - أنه 2 321] 7 عع5 
ل لد م عو - ع رأن ‏ 7 06 7 عقى 


0 دان مها - رون 7ن 5 عه 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


2( +([» طلهةا + 1ه عه ارل + /ة طلها /1 م - 


6 +(|» مع - لز عم دا داه عى 6 -- 


3-الدوال الاسية و اللوغارثمية :5دهناع ص1 سطاتتدعم.آ / لدتاسعصمم] 





حيث ,,: دالة في بر 0 + “م -ح يرق “> | 
6 “عد 2 - اكه ار 
7 
0 +إ|ي» - نط - ل اط | 
© + ”م (1- ن) - ين “م 
2 اواو ا لت آ 
( 2 )طااه 


13 


© +( اط جم 5 - بط ملاه) كوي - به (اط امل 0 | 
7 + 2ه 
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© + ( لاط صذة 6 + بنط 1 )كيد -- 
00 


2 
0 


ره لاق اذى 6 


4-الدوال المثلثية العكسية :1075)عمند1 م11 عوه27م1 
0 بس 2ن - ]لد درن 1 
0 + 2ن - ]لد دين ا 


© +( 2 + ) بط دما مما د اريك - هما | 


حيث: دالة في بر متر نه دا رك 1ن د مزه | 


و0 ع رون 7 1 5م | 











0( +[ كلوه ا آ 
4 ”يم 2 يليه 
4 ا هو 2 د 0 ٍ 
4 4 0 7 7 
4 + 0 سد لح لد د | 
02 02 7 + ذنق 
م رس 2 عد مه بط - : 0 ٌ 
2 جدة 2 2 د لق 
2 
0 4 
6 + “م - تمل جم ملك + ت - “ولح - به 2“ - 2ي له | 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 
رب 2220 - 5 ريه آ 
57 يوب شي يه ٍ 
م 2 
+“ ا رك 2 | 


2 04 


2 
برهك - 23م - 2رلء لك - 
2 2 











2 
+[2]» مك بر دن - 2 وليك - 
2 2 








5-الدوال المثلثية الزائدية: 5م0)عصد؟ ع1 عنامطععءمم1]1 
حيث,: دالة في عر 0 + ,م لوم - 2ك 1 طمنة | 
0 ل ل/ة ططاد - تله 1 طومه | 
6 +0 طامء) 7ر2 - كل 1 طمم | 
© +|» طمذة|' هما - ,م عمو آٍ 
د هق عو 


6 لك 


"0) لد رز/ عهو - ع /ة طلطتهةا )أ عع5 


) لد /ة لها - ريل 1 72 عع5 


ٌ 
ٌ 
0 لد يل/ عقو - ح 1 طامه 71 عى 1 
0 د طامه - - ررق ,77 عى ٍ 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 
تقئيات تكاملية فياسية (الكسرية): 01125 71طاعء 1 1216812110 512101210 


1- التكامل بالتعويض (تغير المتحول) : 640ن5)16طناك5 
إذا أعطينا التكامل عي (عع) ' و( (جد) عى) كر ا عندها نجزئ تغير متحول )م -// 


(2) م 14 
وسوف تحصل على التكامل: ‏ به (س)/ | - عله (ج)' م( (م) م)/ | 

(>) عو 4 
2- التكامل بالتجزيء: كتنهم 89 دمتاوترعء1د1 
إذا أعطينا التكامل 

0 ]| - م ح 4 
عندها نكون التكامل التالي: 
4 4 


4 ]ير لللة - تقل | 


4 44 


حيث نختار # و:ث2 ثم نكامل كه و نفاضل «ر. 





3-التكامل بالتعويضص في الدوال المثلثية: 
03 1115 :5 1111651211012 51161161011طلاك 
إذا كان التكامل يحوي جذور مثلثية استخدم التكامل بالتعويض وفق الصيغ التالية: 


0 “مو -1- 00570 0ه 0و دير حد رمق دشن 1 


0-1 ت©»عهو - 0 مها 0ه 1-0 حد ‏ تن شرق 2 


60عمما +1- 56عهو ون 0مك دمر جد شرثم + ثيلء 3-2 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 


4- تكامل الدوال الكسرية :5دمناعصن؟ لدناسروط 
إذا كان لدينا التكامل م 2630 ] وكانت درجة كثيرة الحدود (د)م أقل من درجة 
00220 


كثيرة الحدود (د)ي عندها نلجأ إلى طريقة تفريق الكسور وفق الجدول التالي: 





عامل في 0 صيغة الكسر بالتفريق 
يرو 4 
6 +011 
م ديزع + عرو 7 + تنك 
دترم + ترونو 
م 54 
“( ديرم) “(مجيرة) ‏ جره 
أ[ جعرظ + عرو ) لل لدم م 5 ا رول ديك 3 9ل لدم أمر 
5 +عزم + مرو ) 5 يم + رم ) © خنرط + تزه 





تكامل جداء بعض الدوال المثلقية : 100005 ع11' 01 داع نلمعط 


أولاً: إذا كان لدينا التكامل: له عد ” ومع ” مذ ] 

نميز الحالات التالية: 

1- إذا كان 77 فردياً: نترك واحد من مذو ونحول الباقي إلى 05©> من خلال العلاقة 
د “وم -1 -2 مذو وبعدها نفرض 0051-1 . 

2- إذا كان 77 فردياً: نترك واحد من05ه© ونحول الباقي إلى مذه من خلال 
العلاقة2 “ مزو -2-1 0052 وبعدها نفرض /, - 2 دزو ٠‏ 

3- إذا كان #و 72 فردياً بأن واحد نتبع البند 1 أو 2 . 

4- إذا كان 7و 7# زوجياً بأن واحد نستخدم صيغة ضعف الزاوية لتحويل التكامل لشكل 
يمكن مكافلتة.. 


ثانياً: إذا كان لدينا التكامل: ‏ له مر ” ممه + ” صما ٍ 
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ملخصات عامة على جميع العمليات الجبرية 

نميز الحالات التالية: 

1- إذا كان 77 فردياً: نترك واحد من 188 و واحد من 560 ونحول الباقي إلى ©©5 من 
باستخدام العلاقة 2-1 “مهو -2 7 0ه وبعدها نفرض دع -/,. 

2- إذا كان 777 ا نترك اثنان من دءع256 “56 ونحول الباقي إلى 1821 من خلال 
العلاقة + 7مة) +1 -2 “ع6 ونستخدم التحويل + هما - ». 

3- إذاكان 7 فردياً و 77 زوجيًا نتبع البند 1 أو 2 . 

4- إذا كان 7# زوجياً و 77 فردياً لا توجد قاعدة وكل تكامل يكامل بأسلوب مختلف . 


ا ع 6 د د 26 6د 6د عد 6د عد 3/6 6د عد عد 6د 6د 
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المراجع 


المراجع 


1. التفاضل والتكامل "الجزء الأول الطبعة الثالثة"؛ د. رمضان محمد جهيمة» د.أحمد عبد 
العالي هب الريح» دار الكتاب الجديدة المتحدة . 

2 أسس علم الرياضيات التفاضل والتكامل» د. عبد الشافي عبادة» د. حسن مصطفى 
العويضء د. طلعت عبد الناصرء كلية العلوم (جامعة الملك عبد العزيز - جدة الطبعة 
الأولى (1421 ه - 2001م) دار الفكر العربي . 

0 مسألة محلولة في حساب التفاضل والتكامل» سلسلة شومء ترجمة فايز فوق العادة. 

4. إلكترونيات وكهرباء» رياضيات تخصصية 2» المملكة العربية السعودية» المؤسسة 
العامة للتعليم الفني والتدريب المهنيء الإدارة العامة لتصميم وتطوير المناهج. 

5. الحسبان ومبادئ التفاضل؛ د.احمد محمد عبد المتعال منشورات جامعة السابع من 
أكتوبر بمصراتة. 
الرياضيات (1)؛ د. عمران قوباء الجامعة الافتراضية السورية. 
الرياضيات (2)؛ أ.موفق ألحمصي وآخرونء جامعة دمشق. 

8. حساب التفاضل والتكامل والهندسة التحليلية (الجزء الأول) توماس منشورات جامعة 
الفاتح. 

9. حساب التفاضل والتكامل والهندسة التحليلية تأليف وليم. ه. دورفيء كلية مونت هوليوك 
ترجمة د. محمد علي محمد السمري - دار كاكجروهيل للنشر - جمهورية مصر - 
القاهرة. 

011151 51316 01163850 , 11732[لناك أعقطء841 , دتااسعلة0 أعترظ .10 


.5177 121131 , دنا , 5مك10311آ 1اننوط, 1[ 15التاعلة0) .11 
]01 عانأتاكم] كأاع15اطعة51255, ع8 2ةناد أتاء0116) , 15التاعله0) .12 
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توضع هذه الصفحة في خلفية الكتاب 





نقدم في هذا الكتاب دراسيّ مفصلي لعدة مواضيع تهم طالب المعاهد العليا 
والدراسات الجامعييٌ في أساسيات التفاضل والتكامل وتطبيقاتهما وتشمل تعريف 
المجموعات وخط الأعداد والمتباينات بجميع حالاتها موضحا على خط الأعداد 
والعلاقات والدوال بشكل تفصيلي موضحا أغلب أشكال هذه الدوال ودراست نهايي 
واتصال الدالىي في متغير واحد وحكذلك توضيح كيفية معرفنّ استمرارها كما أوردنا 
اشتقاق الدوال بجميع صيغها مستخدمين جميع القوانين للاشتقاق ثم وضحنا كيفيير 
الاستفادة من المشتقنّ على شكل تطبيقات عليها وكذلك قدمنا دراسق شاملي 
لتكامل جميع أنواع الدوال وتطبيقات التكامل عليها وأخيرا أضفنا ملخص عام على 
جميع العمليات الرياضيي. 
مئات الأمثلنّ المحلولنّ التي تساعد الطالب في فهم جميع المواضيع سابقنّ الذكر. 
أسلوب متدرج ينمي قدرة الطالب ويبني ثنته بنفسه ويوضح كيفيةّ التعامل مع 

المسائل الرياضيي وإيجاد الحلول لها. 
-. يشمل الكتاب العديد من الأشكال وبيانات الدوال التي لا يستطيع الطالب تصور 

أشكالها. 

وفي نهايت كل فصل أوردنا (عددا كبيرا من الأمثليّ المحلولت) وكذلك ملخص 
باللغي الإنجليزيي. 


